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CAPITOLO 4
METODO ASSIOMATICO E STRUTTURALISMO

1. Paradossi e crisi della teoria degli insiemi

Non mi sarei mai iscritto ad una Maria é destinata ad essere infelice, ama
associazione che mi accettasse come  solo le persone che non 'amano
membro. (da una conversazione tra studentesse)

(il comico Groucho Marx).

Considerare la teoria degli insiemi come base stdocware tutta la matematica mostro ben
presto alcune difficolta di fondo. Dopo pochi arafie la teoria degli insiemi si andava

diffondendo, cominciarono ad essere scoperti diyenradossi che mostravano come la teoria
degli insiemi fosse contraddittoria. Prima di espdali paradossi, esaminiamo un po’ piu da
vicino quelle che sono due caratteristiche priricigella nozione di insieme che permettono

di distinguerla dalla analoga nozione di classa guklla di proprieta.

a) Principio di comprensione.

Tale principio afferma che data una qualunque petgpP, la collezione degli enti verificanti
tale proprieta, che indicheremo con:{x verificaP} € un insieme. Ad esempio, alla proprieta
di "essere pari‘corrisponde l'insieme dei numeri pari, alla pretiidi"essere maggiore d"
corrisponde l'insieme dei numeri maggiori di dumsi via.

b) Principio di sostanzialita.
Tale principio, che e forse quello piu importaraéferma che ogni insieme ha carattere di
"sostanza'hel senso che, all'interno del discorso sciemtjfgli insiemi possono essere trattati
allo stesso modo di oggetti individuali come tay@tomo, punto. Il principio di sostanzialita
comporta che i nomi degli insiemi possono figuriberamente come soggetti all'interno
delle frasi e quindi, in particolare, che ha sedise che un insieme verifica 0 meno una data
proprieta. In termini insiemistici cid puo essespmrsso con piu precisione dicendo che un
insieme puo essere elemento o meno di un altroidsieme. Ad esempio
“l'insieme dei numeri primi & infinito"

e una frase in cui é l'intero insieme dei numeirnpa figurare come soggetto e tale insieme
verifica la proprieta di essere infinito. Cio norvieene, ad esempio, nella frase equivalente

"per ogni numero primo p esiste un numero primoaggore di p".
Un'altra conseguenza del principio di sostanziadit&éhe gli insiemi vengono considerati
esistenti indipendentemente dal processo conoscdicreativo dell'uomo (come appunto
avviene per le "sostanze"). Cio pone quella chee gid moderna delle teorie matematiche, la
teoria degli insiemi, nell'ambito di una delle pidtiche filosofie: il platonismo.

Il paradosso della classe di tutti gli insiemi.
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Proposizione 1.La classe di tutti gli insiemi ha cardinalitd mayg di quella di tutti gli
insiemi. Pertanto conduce ad un paradosso.

Dim. SiaC la classe di tutti gli insiemi e siaun insieme. Allora la funzione che associa ad
ogni elemento ZZ il singoletto {Z} € una funzione iniettiva d in C. In particolare si arriva

al paradosso per cui lI'insien@ha cardinalita maggiore di quella BC) in contrasto con il
teorema di Cantor.

Antinomia di Russell (1901).Chiamiamanormaleun insieme che non appartiene a se stesso.
Gli insiemi che usualmente consideriamo sono ndarma#dld esempio [linsieme
{1,{2,3},{4,5,6}} non appartiene a se stesso e glii@ normale. L'insieme X : X e finito}
degli insiemi finiti & infinito (ad esempio tuttisingoletti {n} con nCIN sono finiti). Ma allora
tale insieme non appartiene a se stesso e quindirmale. D’altra parte l'insieme degli
insiemi infiniti {X : X e infinito} e infinito e quindi appartiene a se &eo. Pertanto non é
normale. Ancora “linsieme di tutti gli insiemi" partiene a se stesso e quindi non & normale.
Se tali insiemi sembrano troppo grossi, possiamwsiderare l'insiem& degli insiemi che
sono descrivibili nella lingua italiana. Tale insie non € molto grande poiché con la lingua
italiana posso formulare solo una quantita num&rabidescrizioni e quindk € numerabile.
D'altra parte, avendo definiddtramite la lingua italiana appartiene a se stesso.

Data la proprieta di essere normale, per il fpincdi comprensioneesistera un insieme
corrispondente, che chiamianmassieme di Russelicioé l'insiemeR = {X | XOOX}. D'altra
parte, in base al principio di sostanziahsenso chiedersi B2 normale o meno. Da queste
due osservazioni segue il seguente paradosso daBit&ussell.

Proposizione 2.SiaR = {X | X(OX} linsieme di Russell, Allora risulta che
ROR <« ROR.

Dim. SeROR alloraR deve verificare la proprieta caratteristicaRde quindiROR. SeROR
alloraR verifica la proprieta caratterizzarfRee quindiROR. 0

Nota: Il paradosso del barbiere, Marx e le studentse.Da notare che la sola implicazione
ROR = RORnNon risulta paradossale. Per capire tale questioarsideriamo la battuta di

.....

allora Marx afferma che
0x iolJx = iolIx.
Questo non e paradossale ma e solo la provaiaihe In altri termini Marx non puo
appartenere a nessuna associazione. Detto piunerae, il fatto che una implicazione
A== A risulti vera non é affatto paradossale e perndittiedurre solo cha é falsa. Infatti,
A=-A é logicamente equivalente ad\. Per convincersi di questo basta ricordare che una
implicazione del tipoA=B risulta equivalente alla disgiunzione AB. Pertanto, in
particolare A=- A € equivalente aAll= A cioé a-A.

D’altra parte le dimostrazioni per assurdo di abbiamo parlato nel primo capitolo si
basano proprio su tale principio.
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Risulta invece paradossale una equivalenza del Aip= - A che afferma che una
asserziond é sia vera che falsa.

Piu vicina alla struttura logica del paradoss®dssell e 'osservazione su Maria che ama
solo le persone che non I'amano. Dal punto di visgico viene affermata la validita
dell'asserzioneamgMaria,X) = -amgX,Maria). Ponendo al posto & Maria si ottiene in
particolare che

amgMaria, Maria) = -amgMaria, Maria)
che e ovviamente una contraddizione. L'effettoadk tontraddizione &€ meno catastrofico del
paradosso di Russell in quanto prova solo che mangsistere una persona che ama solo le
persone che non I'amano.

Un paradosso simile era noto agli antichi greditosda forma del “paradosso del
barbiere”. In tale paradosso veniva data la saguggfinizione di “barbiere”

Definizione. “il barbiere & una persona che taglia la barbata ta persone che se non se la
tagliano da sole”

Allora detto Carlo il barbiere davanti al probledidarsi la barba o meno risulta che

- se Carlo non si fa la barba allora, poiché éehmnon si fa la barba da solo, deve farsela (e
quindi sbaglia)

- se Carlo si fa la barba allora fa la barba adaleose la fa da solo (e quindi sbaglia)
Ragionandoci un po’ e possibile provare che non gsistere una persona che fa questo
mestiere.

Si potrebbe pensare che tali contraddizioni passescere solo dalla considerazione di
proprieta strane come quella di non appartenere siesso o dalla considerazione di insiemi
troppo grandi come l'insieme di tutti gli insiemcke pertanto se ci si limita a proprieta ed
insiemi piu familiari sia possibile evitare i gudie cose non stanno cosi, esistono
contraddizioni che nascono dalla considerazionangiemi che appaiono assolutamente
"normali”.

Antinomia della classe degli insiemi con tre elemén Si consideri la semplicissima
proprieta "avere tre elementi". In base al prirzigli comprensione esistera linsieme
corrispondente, cioé l'insienfe= {X | X ha tre elementi}, cioe il numero cardinale},q].
Per tale insieme e possibile provare la stessaasfeoprieta di cui gode l'insieme di tutti gli
insiemi.

Proposizione 3.L'insiemeT = {X | X ha tre elementi} ha piu elementi di ogni altroiémse.

In particolareT ha piu elementi dP(T) (in contrasto con il teorema di Cantor).

Dim. SiaZ un qualunque insieme e consideriamo un qualunggiente di tre elementi, ad
esempio l'insiemed, b, c}. Allora la corrispondenzd : Z —» T che ad ogni element1Z
associa l'insiem&x) ={(a,x), (b,X), (c,X)} € una funzione iniettiva dZ in T. Cio prova che in
T ci sono piu elementi che i O
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Forse e interessante riformulare il paradosso d#lsse degli insiemi con tre elementi anche
per la classe dei gruppi (classe di cui gli alggbparlano quotidianamente).

Proposizione 4.L’insieme G dei gruppi ha piu elementi di ogni altro insieme plrticolare
G ha piu elementi dP(G) (in contrasto con il teorema di Cantor).

Dim. Per prima cosa osserviamo che ogni singolef}qp{id0 essere considerato un gruppo
({z,+,-,2) dove le operazioni sono definite ponerda =z e -z = z. E’ infatti un gruppo in
cui I'elemento neutro & e l'inverso diz € ancoraz. SiaZ un qualunque insieme. Allora la

corrispondenzd : Z - G che associa ad ogailZ il gruppof(z) = ({z,+,-,2 definito dal
singoletto {} € iniettiva. Pertant@ ha piu elementi dZ.

In realta tale teorema & molto piu generale, infate per la classe degli anelli, la classe degl
spazi vettoriali e per tutte le classi di struttdeginite da un sistema di assiomi.

Problema: Chiamiamoclub un insieme qualunque e consideriamo la cl&se{x : iollx}

dei club che mi hanno come membro. Provare, comagionamento simile a quello della
Proposizione 3, che comunque si consideri un insi&rt ha cardinalita maggiore o uguale a
quella diZ e che quindC conduce ad un paradosso.

Problema: Dimostrare che la classe dei numeri cardinaligpad un paradosso.

Problema: Dimostrare che la classe di tutti gli insiemi fimbnduce ad un paradosso.

2. Due modi di affrontare i paradossi: intuizionisno e metodo assiomatico.

Vi furono due modi diversi di reagire alla scopediatali paradossi. Quello della maggior
parte dei matematici fu semplicemente di fingeraah accorgersene. La teoria degli insiemi
risultava essere uno strumento tanto utile cheumessembrava disposto a rinunciarci per
questioni di rigore scientifico. Quei pochi che ece si occupavano di fondamenti della
matematica videro nei paradossi la crisi dell'imtapparato conoscitivo della matematica.
Vediamo cosa scrive Frege nel 1903 nei suoi Fondardell'aritmetica dove propone una
definizione dei numeri interi su base insiemistica.

Nulla di piu indesiderabile puo capitare ad unoesdiato del fatto che una delle
fondamenta del suo edificio si incrini dopo che@éma é finita. E questa la situazione
in cui mi trovo in seguito ad una lettera (contetee paradosso) inviatami del sig.
Bertrand Russell proprio mentre si stava ultimatagtampa di questo volume. . .

"Solatium miseris, socios habuisse malorum”. Aocht questo sollievo, se sollievo
lo possiamo chiamare; infatti chiunque nelle sueabtrazioni abbia fatto uso di

estensioni di concetti, di classi, di insiemi (coegp i sistemi di Dedekind) si trova
nella mia stessa posizione. Non e soltanto questael mio particolare modo di

gettare le fondamenta, ma e in questione la pdgaild meno di dare all'aritmetica

un qualsiasi fondamento logico.
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| matematici che si occupavano dei fondamentiadeihtematica tentarono di risolvere la
questione dei paradossi in teoria degli insiemusedo due vie totalmente diverse tra loro,
quella delintuizionismo e quella deldssiomatizzazionelella teoria degli insiemi ed in
generale della matematica.

L’intuizionismo. Gli intuizionisti rigettavano completamente la faodi Cantor e quella
parte della matematica che su essa si fondavanEspali questa corrente filosofica, che si
ispira a Kant, sono due matematici di rilievo, U.BBrouwer (1881-1966) e H. Weyl (1885-
1955). Gli intuizionisti sostengono che la matecatsi fonda sull'intuizione priori del
tempo e che i suoi enti sono «costruzioni» effédtua partire da questa intuizione. In
particolare, l'intuizione del tempo porta all'ideh numero interoche essi ritengono, in
comune con i pitagorici, base di tutta la matenaatidon ha senso ricondurre le nozioni di
numero e quelle insiemistiche o assiomatiche pefhea di numero € insita in ogni uomo.
A partire da tale intuizione, mediante _metodi aas$ivi, si doveva poi procedere alla
edificazione del rimanente corpo della matematica:

MATEMATICA =
INTUIZIONE DEL NUMERO INTERO E COSTRUZIONE DEGLENTI MATEMATICI

Se una parte della matematica non era ottenibil¢éal®m modo, allora era inaffidabile e
pertanto rigettata via.
A partire da tali idee gli intuizionisti sviluppanma matematica ed una logica per molti
aspetti diversa e piu sottile di quella che usuabmesiamo abituati a considerare. Ogni
asserzione matematica € giustificata dalla cosingzidi una dimostrazione, ogni ente
matematico esiste solo se é stato concretamenti@itosAd esempio i connettivi logici sono
interpretati grosso modo al modo seguente.
- un asserzione atomica, cioe priva di connettividipgr € valida solo se la costruzione
da essa descritta € stata fatta.
- una asserzionea € valida solo se da e stata derivata una contraddizione
- una asserzionel}p & valida solo se si é esibita sia una dimostraziinr che una
dimostrazione d#b.
- una asserzionel]s e valida solo se si e esibita 0 una dimostraz@ine oppure una
dimostrazione db.
- una asserzionex(a) é valida se e solo si & costruito un ente maiemaerificante la
proprieta espressa da
Da questa interpretazione seguono leggi della éogatevolmente diverse da quelle classiche.
Ad esempio_la legge del terzo esclyser gli intuizionisti non e valida perché se vakes
alh a per ogni asserziong, allora, qualunque sia I'asserzione saremmo sempgeado di
provare a oppure provarema. Cio potrebbe accadere solo se tutte le questlatia
matematica fossero state risolte.
Inoltre la legge di doppia negazioneanche e valida perché il significato dell’asserz
- (- a) € che da» a segue una contraddizione mentre il significatar@ che io sono in grado
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di esibire e costruire un ente matematico soddesfiacla proprietar. Ad esempio~-[X(Q)
significa che e assurdo supporre che non esistamentox per cui valgaa. InvecelXx(q)
significa che si € in grado di esibire concretaraent elemento che verifiea In altre parole
gli intuizionisti utilizzavano un tipo di negaziotre cui venivano distinte le dimostrazioni per
assurdo (con la doppia negazione) da quelle ctisgsenza negazione).

L’intuizionismo, per quanto interessante ed affemate, non ebbe molti seguaci e
normalmente viene ignorato dai matematici contemupeir In questi appunti non ce ne
occuperemo ulteriormente.

I metodo assiomatico.La presentazione della matematica in forma assioen&, come
abbiamo giad osservato, il merito principale de#@ di Euclide. Il metodo assiomatico
assume pero, dalla fine dell'ottocento in poi, #sgempletamente nuovi. L'opera in cui il
nuovo modo di considerare il metodo assiomaticesprime in maniera piu completa'le
fondamenti della geometriadi David Hilbert la cui prima edizione risale é8899. Lo scopo
che si propone Hilbert € quello di fornire una rigga assiomatizzazione degli Elementi di
Euclide ma la filosofia che sta alla base di tdbeol & totalmente diversa da quella degli
Elementi. In Euclide gli assiomi, e quindi i teoieerano visti come asserzioni vere
riguardanti un mondo, quello degli enti matematiayente una esistenza propria. La
matematica si caratterizzava come studio di tdli @mumeri, i punti, le rette, ...) cosi come
la zoologia si caratterizza per lo studio deglinaali e la botanica per lo studio dei vegetali.
Totalmente diverso e invece latteggiamento cheneviassunto dai fautori del moderno
metodo assiomatico. La matematica si caratterizaa per avere un particolare oggetto di
studio, ma per essere un particolare metodo digindaquello, appunto, ipotetico-deduttivo.
In altre parole il metodo assiomatico da strumeditdavoro della matematica viene a
coincidere con la matematica stessa.

L'essenza dell'approccio assiomatico consiste'esalninare tutte le conseguenze
(interessanti) implicite in un particolare gruppdpbtesi (gli assiomi), conseguenze ottenute
con il solo ausilio di deduzioni senza mai fareniihento all'esperienza o alla intuizione. E
significativo esaminare il diverso atteggiamentpeito alle definizioni degli enti primitivi.
In Euclide gli assiomi sono preceduti dalle defioid: come si puo parlare dei punti e delle
rette se non si & prima spiegato che cosa sonati pule rette? Le definizioni cercano
pertanto, in qualche modo, di indicare cio di duwole parlare, di facilitare l'intuizione, di
distinguere un ente matematico da un altro. Comédreweo nel paragrafo successivo,
nellapproccio alla geometria proposto da Hilbeld oon accade, in un certo senso le
definizioni degli enti primitivi mancano del tutt®&emmai si puo parlare di nomenclatura; si
chiamano, per comodita espositiva, "punti” gli etetn di un dato insieme, "rette” gli
elementi di un altro insieme.

3. Un approccio assiomatico alla geometria.
| “Fondamenti della Geometriadli Hilbert iniziano nel modo seguente.

Consideriamo tre diversi sistemi di oggetti: chiamb "punti" gli oggetti del primo
sistema e li indichiamo con A, B, C, ...; chiamiafnette" gli oggetti del secondo
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sistema e li indichiamo con a, b, ¢ . . . ; chiama "piani" gli oggetti del terzo
sistema e li indichiamo com, G, y; . . . ;...

. . . Noi consideriamo punti, rette e piani in @relazioni reciproche ed indichiamo
gueste relazioni con parole come "giacere”, "fr&ongruente”; la descrizione esatta
e completa, ai fini matematici, di queste relazisejue dagli assiomi della geometria.

Cio comporta tra l'altro che non ha senso definpenti o le rette, ha piuttosto senso definire
una intera classe di strutture geometriche carattgn da un particolare sistema di assiomi.
Dato poi un modello di un tale sistema di assiosairanno chiamati "punti" alcuni suoi
elementi e "rette" altri elementi. In altre parf&dtributo di essere punto per un dato oggetto
non & definibile in termini di proprieta dell'oggestesso (ad esempio essere cid che non ha
parti) ma in termini della sua collocazione alimto di una struttura verificante un particolare
sistema di assiomi. Possiamo anche dire che laidieini sono date implicitamente dallo
stesso sistema di assiomi, ci0 nel senso che "pultogni elemento di una struttura
verificante gli assiomi della geometria; "numer@led € ogni elemento di una struttura
algebrica verificante un sistema di assiomi pempi completi archimedei.

Per capire meglio lo spirito del libro di Hilbestdel metodo assiomatico, esponiamo i
primi assiomi dei sudrondamentiche si riferiscono alla geometria piana ed allaziene di
giacenza Se un punt® giace su di una rettadiremo anche chepassa pep.

Al Per due punth e B esiste almeno una rettzhe passa péteB.

A2 Per due punth e B esiste al piu una retta che passafpeB.

A3 Su ogni retta giacciono almeno due punti, ci salineeno tre punti che non giacciono
su di una stessa retta.

Dette poiparallele due rette che non hanno nessun punto in comungjdssiamo anche |l
famoso assioma delle parallele.

A4 Siar una retta edA un punto non giacente in allora c'e al massimo una retta
passante pek e parallela ad r.

In realta, gia dieci anni prima di Hilbert il matatito e logico Giuseppe Peano aveva enunciato
chiaramente il metodo assiomatico

Si ha cosi una categorihdi enti, chiamati punti. Questi enti non sono xi¢ifi Inoltre, dati tre punti,

si considera una relazione fra essi, indicata carsdrittura c T ab, la quale relazione non & parittie
definita. Il lettore pud intendere col segrdouna categoria qualunque di enti, e con ¢ 1 ab una
relazione qualunque fra enti di quella categoriairanno sempre valore tutte le definizioni che
seguono, e sussisteranno tutte le proposizionieBdentemente dal significato attribuito ai segrino
definiti1 e ¢ T ab, potranno essere soddisfatti, oppuregticassiomi. Se un certo gruppo di assiomi &
verificato, saranno pure vere tutte le proposiziaie si deduconoin( Principi di geometria
logicamente esposti).
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Da notare che una retta non & necessariamentesiemim di punti e che la relazione di

"giacenza" non € necessariamente la relazione plrggnenza. Mostriamo un esempio di
teorema geometrico che si puo dedurre da tali mésio

Teorema. Tutte le rette hanno lo stesso numero di puntifaseio proprio di rette contiene
tanti punti quanti sono i punti di una retta pitoun

Dim. Siar una retta e si® un punto che non passa peillora ad ogni puntd di r posso
associare la letta p& e perQ. Questa corrispondenza € iniettiva ma l'unicaaretie non si
puo ottenere in tale modo e la parallelar gebr Q. In definitiva nel fascio ci sono tanti punti
quanti sono quelli di piu 1.

Esistono diversi modelli di tale sistema di assiom

Esempio: il piano Euclideo:L'esempio piu noto di modello del sistema di assioroposto e
ottenuto a partire dai numeri reali. Chiamiamo
- puntoogni coppia di numeri reali, cio& ogni element&di
- retta ogni insieme di punti verificanti una equaziongdmo grado del tip@x+by = p con
a, b e p non tutti nulli.
La relazione digiacenzacoincide (in questo caso) con quella usuale diadgppenza. Da
notare che terne proporzionali di coefficieatib e ¢ determinano la stessa retta poiché
determinano equazioni con le stesse soluziohe per due punti diverskgyo) € (x1,y1) passa
una ed una sola una retta deriva dal’esame dehsésomogeneo

ax+ byo=p

axg+by1=p
nelle incognitea, b, p. Infatti bastano alcuni nozioni di base di algebneare per provare
che tale sistema ammette almeno una soluzione ota a che tutte le soluzioni sono
proporzionali tra loro. Il primo fatto comporta $istenza di una retta. Il secondo fatto che la
retta & unica. Non e difficile verificare anches$¢mma delle parallele. Infatti, come & noto, i
punti di intersezione di due reteetby = p e ax+b’y = p’ si ottengono risolvendo il
sistema

Pertanto le due rette sono parallele se e solalsesistema non ammette soluzioni e questo
avviene se e solo se i coefficieate b sono proporzionali ai coefficien&’, b’. Allora, dato

un punto Xo,Yo) €d una retta di equazionex+by = p, trovare una retta passante peryf) e
parallela ad equivale a trovare tre numexi, b’, p’ tali che

ab’=a’b
aXot+byo=p’
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Anche in questo caso si tratta di un sistema omameéntre incognite ed anche in questo caso
esiste una soluzione e tutte le soluzioni sono gmpnali tra loro. Cio prova I'esistenza e
I'unicita della retta peng,yo) € parallela ad.

Esempio: Le geometrie finite.Ora se al campo dei numeri reali sostituiamo urunome
altro campo, ad esempio il campo degli interi moday il sistema di assiomi Al, A2, A3
continua ad essere soddisfatto. In tale caso avobad modello di geometria e costituito dai
nove punti

(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0),X% (2,2),
mentre una retta sara costituita dall'insieme daitipverificanti una equazione di primo
grado. Avremo le rette passanti per (0,0) saraarquéttro rette di equaziore= 0,y =0, ey
=X ey = 2X, oppure, equivalentemenyes -x. Le rette che non passano per I'origine avranno
equazionex+by= 1. Ad esempio una retta e data da

{(xy) | 2ty = 1}={(0,1), (1,2), (2,0)}.

0,2 | (1,2 | (2,2

BN

01) | @11 |21

(0,00 ((1,0) (2,0)

La geometria delle carte.L’'esempio di piano costruito sul campo degli inteadulo 3 puo
essere travestito in modo piu divertente al modmueete. Consideriamo nove carte di gioco
che si ottengono prendendo i numeri 1 2 e 3 e i dequadri, fiori e picche. Indicheremo tali
carte con @, 2q, 3q, 1f, 2f, 3f, 1p, 2p, 3p.

Chiamiamapuntoognuna di tali carte e chiamiametta un insieme di tre carte tale che

- le tre carte hanno lo stesso numero, oppure

- le tre carte hanno lo stesso seme, oppure

- tra le tre carte non ve ne sono due in cui nanpgaEre né uno stesso numero o0 uno stesso
seme.
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L
L J ¢ \ 4
e ¢ v
& * v
& * v
* ¢ v

Allora ad esempio per i puntiql 2f passa la retta {§2f,3p}, per i punti 1o, 1f, la retta
{1q,1f,1p}. E facile rendersi conto che tali rette sono teiclnoltre data ad esempio la retta
={1q,2f,3p} ed il punto 2), la parallela ad passante pem® la retta {2, 3f, 1p}.

4. Un approccio assiomatico ai numeri reali

In precedenza abbiamo introdotto i numeri realtgraio dall'insieme dei numeri razionali,
ossia attraverso un procedimento “costruttivo’mitematico tedesco D. Hilbert diede una
impostazione assiomatica alla teoria dei numeti.riai proponiamo un sistema di assiomi
che e diverso da quello proposto da Hilbert prefgoeriferirci alla teoria dei campi ordinati
completi.

Definizione 1. Chiamiamoanello unitariocommutativoogni struttura algebricaD(+,.,D,1)
tale che:

1) (D,+,0) & un gruppo commutativo
2) (D,011) e una operazione associativa e commutativd @mme elemento neutro
3. vale la proprieta distributiva cioé

(atb)ld = ald+bic

Proposizione 2In ogni anello risulta che:
1) xO=0.
i) x((y) = XML
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iif) x(+1) & 'opposto dk.
iv) (-1)°=1.

Dim. Per provare i) osserviamo che per la proprietaidigtva x[0 = x[(I0+0) =x[0+x0 da cui,
sottraendo da entrambi i memRi®, si ricava che® = 0. Per provare ii) osserviamo ckig¢
y)+x¥ = x[(+ty+¥) = x[0 = 0. Le rimanenti proprieta sono ovvie.

Definizione 3.Un anello unitario commutativd(+,00D,1) & dettmrdinato se e definita irD
una relazione d’ordine totatetale che

1) ashb = atc<b+c,
2) c=0,a<b = acs<bc
Chiamiamopositivi gli elementi maggiori di O aegativigli elementi minori di O.

Proposizione 4.In ogni anello ordinato risulta che:
1) a<b = a-b<0,

ii)a<sb = 0<b-a

i) b=0 = -b<O.

iv)c20,b>0 = bld=0

V) ¢20,a<0 = ac<0

vi) c<0,b<0 = bld=0

v) 1>0, -1<0.

Dim. L'implicazione i) si ottiene ponendo= -b in 1). La ii) si ottiene ponendo= -a. Se in
1) si ponea = 0O allora si ottiend > 0 = -b <0. Se in ii) si pond = O si ottienea<0 = O<-a.
In questo modo la iii) € dimostrata. Le rimanemtggieta si dimostrano in modo analogo.

Definizione 5.Un anello unitario commutativd(+,[0,1) e chiamatecampose D-{0}, [1) e
un gruppo.

La struttura algebrica definita dai razionali etipico esempio di campo ordinato.

Definizione 6.Un elementok di un campo ordinato si chianmafinito positivose risulta che
x=pl qualunque sia l'interp. Chiamiamainfinito negativo I'opposto di un infinito positivo.
Chiamiamoinfinitesimo positivo(negativg un elementoa che sia l'inverso di un elemento
infinito positivo (negativo).
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Pertanto un elemento positivo di un campo é umiteimo positivo sex<1/p per ogni
naturalep. Un elemento negativwoé un infinitesimo negativo se= -1/p per ogni naturale.

Definizione 7. Un campo ordinato,+,,D,1<) si dicearchimedecse non ammette elementi
infiniti positivi, cioé se[Ix(OD [(pON tale chep/1 = x.

Da notare che un assioma simile lo abbiamo gia \gsiando abbiamo definito la classe di
grandezze omogenee. Il campo dei numeri razioddli@ampo dei numeri reali risulta essere
archimedeo. | campi non archimedei sono molto eiffiati perché in essi e possibile
sviluppare una teoria degli infiniti e degli infiesimi. Ad esempio possiamo dire che due
elementix edy di un campo ordinato sorafinitamente vicinsex-y & un infinitesimo.

Infine arriviamo alla piu importante proprieta dmimpi ordinati, la completezza. Nel
seguito dati due sottoinsierAie B di un insieme ordinatecriveremcA < B per indicare che
ogni elemento dA & minore di ogni elemento &i. In tale caso si dice anche che B sono
separati Chiameremc&lemento separatotelella coppiaA e B un elementa tale A < {u}<B
cioé un elementa maggiore di tutti gli elementi d\ e minore di tutti gli elementi ds.

Definizione 8.Un campo ordinato si diceompletose ogni coppid e Bdi sottoinsiemi dD
tali cheA<B ammette un elemento separatore.

Come per 'assioma di Archimede abbiamo gia comatdda proprieta di completezza nella
teoria delle grandezze omogenee sotto il nomeodtinuita La cosa non deve sorprendere
perché la teoria delle grandezze omogenee costitappunto un sostituto della teoria dei
numeri reali.

Proposizione 9.Se x € un elemento infinito allora anchel e infinito. Ne segue che
I'insieme degli elementi infiniti di un campo ordito non ammette minimo.

Dim. Sex = p[1 per ogni inter@ allorax-1 = (p-1)[1 per ogni interg. Cio prova che-1 é
infinito.

Teorema 10.0gni campo completo & archimedeo.

Dim. Supponiamo che);+,[D,1<) sia un campo completo e poniamo

A={nZ:n[N}; B ={xOD : x e infinito positivo}}.
Supponiamo per assurdo che tale campo non siaradkb, allord € non vuoto. Inoltre, per
definizione di elemento infinito positivo abbiambedA < B. Siau un elemento separatore di
tale coppia di insiemi, allora in quanto maggiorante @i e un infinito e quindi appartiene a
B. Inoltreu, che & anche minorante Bliappartenendo B € un minimo dB in contrasto con
la proposizione 9.
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Una volta che abbiamo dato le definizioni necessaossiamo passare alla definizione
assiomatica dei numeri reali.

Definizione 11.Chiamiamocampo dei numeri reabgni campo completo archimedeo.

Usualmente si usa I'espressionecdmpo dei numeri reali” invece di “wscampo dei numeri
reali”. Questo modo di dire e giustificato dal segie teorema di cui omettiamo la
dimostrazione.

Teorema 12.La teoria dei campi complete archimedei e categaricé tutti i campi completi
archimedei sono isomorfi tra loro.

4. Sistemi di assiomi per la teoria degli insiemi.

I metodo assiomatico puo sia essere applicatalinente” a singoli settori della matematica
(come la geometria, gli insiemi numerici e cosi)\dppure puo essere utilizzato per tentare di
rimettere in piedi la teoria degli insiemi cercardieeliminarne i paradossi. Una volta che si
sia trovata una opportuna assiomatizzazione deddat degli insiemi € possibile poi costruire
tutta la matematica come abbiamo fatto nel capipperedente. Le assiomatizzazioni della
teoria degli insiemi che sono state proposte riescin questo compito limitando
opportunamente

- 0 il principio di comprensione

- oppure quello di sostanzialita.

Infatti & in base a tali due principi che si progluad esempio, il paradosso di Russell.

Limitazione del principio di sostanzialitd (la teotia delle classi).La limitazione del
principio di sostanzialita si ottiene accettandozserestrizioni il principio di comprensione
nel senso che, data una propriefda collezione degli enti verifican® € sempre una classe.
Non sempre le classi hanno pero carattere di stsstansolo le classi per cui cio avviene
hanno il diritto di chiamarsi insiemi. Ora ricortha che il carattere si sostanza per una classe
si esprime nel fatto che di essa si possa assguaéche proprieta, e quindi, in termini
insiemistici, che essa appartenga ad una classg&anRe vengono chiamatnsiemi quelle
classi che sono elementi di qualche altra classegltte classi vengono chiamattassi
proprie. Delle classi proprie non ha senso dire che waniid 0 meno una proprieta e non ha
senso parlare di cardinalita. Allora il paradoss®ussell diviene una dimostrazione dRe

{X : XOX} e una classe e non un insieme. Infatti se fogséensieme allora avrebbe senso
chiedersi séR[JR 0 meno e quindi si riprodurrebbe il paradosso.il§iente da un tale punto
di vista gli altri due paradossi diventano dimozitrai del fatto che la classe di tutti gli
insiemi € la classe degli insiemi con tre elemesutho classi proprie. Questo modo di
procedere fu proposto per la prima volta da vonriaun nel 1925 e poi migliorato da altri.

Limitazione al principio di comprensione: Una limitazione del principio di comprensione si
ottiene ad esempio con il piu debole assioma ¢aisento.

Dato un insieme S ed una proprieta{R.1S: x verifica B costituisce un insieme.
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In altri termini l'assioma di isolamento congergolo di "isolare" all'interno di una
collezione che sia stata gia riconosciuta esser@siame un opportuno sottoinsieme. Se si
sostituisce al principio di comprensione l'assiath&olamento, I'antinomia di Russell non é
piu riproducibile. Infatti , data la propried&1X, il principio di isolamento permette solo di
affermare che, fissato un insierBgla collezioneR = {XOS | XOOX} € un insieme. Ora una
parte dell'argomentazione di Russell si puo ripraguinfatti se si assume cli&IR allora
abbiamo cher & (un elemento db) tale cheROR. Per quanto riguarda la seconda parte vi
sono invece delle difficolta. Supponiamo infatte@iIR allora due sono i casiRIS o ROS
Ma il primo caso e escluso perché altrimenti avremche ROR pertanto possiamo solo
concludere ch&S. Cio non e affatto assurdo.

Per quanto riguarda il paradosso dell'insieghéi tutti gli insiemi, esso si annulla
semplicemente per il fatto che il principio di @omlento permette di definire solo la classe
degli insiemi che appartengono ad un dato insiedkora, dato un insieme, non e detto
che i singoletti &} con x[OX appartengano & Anzi si osservi un tale paradosso si trasforma
in una prova che la clasSali tutti gli insiemi non € un insieme. Infatti Sdosse un insieme
allora l'assioma di isolamento coinciderebbe cassibma di comprensione (basterebbe
riferirsi sempre adS come all'insieme in cui isolare l'insieme volut®)a dall'assioma di
comprensione sappiamo che si produce un assugi® peova ché& non e un insieme.

Infine, per quanto riguarda l'insieme degli insi@on tre elementi, anche in questo caso
il principio di comprensione permette di assero®<he, dato un insiemeT = {XOI | X ha
tre elementi} € un insieme. Dato allora un insiek@ualsiasi edx[JX, non & detto che
{(a,x),(b,x),(c,X)} appartenga atle quindi aT.

La limitazione al principio di comprensione e @ete nella piu diffusa teoria degli insiemi
che prende il nome di teoria Zermelo-Frankel. la taoria si assumiamo come unici concetti
primitivi la nozione diinsiemee larelazione di appartenenzehe indichiamo. Pertanto un
modello della teoria di Zermelo-Frankel sara co#gtt da un insieme con una relazione
binaria.

Nel seguito elenchiamo alcuni degli assiomi d2 taloria senza nessuna pretesa di rigore.

Al. Assioma dell’estensionalitadue insiemi che hanno gli stessi elementi sonaliig
In breve

[Oz(Z0x = zOy)] => x=y

Naturalmente € evidente cke y = [z(z[Ox < z[y), pertanto da tale assioma segue che
X=Yy < [0z(zZOx = z0y)].

Tale principio afferma che due insieme che hanmcstglssi elementi sono uguali, in altre

parole due insiemi che hanno la stessa "estensimmirtidono. Cio differenzia un insieme

dal procedimento usato per descriverlo (cioé daltgrieta che lo definiscono). Per fare un

esempio, anche se le proprieta "essere pari" milare per 0, 2, 4, 6 o 8" sono diverse (pur

essendo equivalenti) i due insiemxiiN | x & pari} e XON | I'ultima cifra dixe 0, 2 4 6 o 8}

sono uguali. La portata del fatto che in teorialidewiemi si assume il punto di vista
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estensionale € piu evidente se si considera ilattmdi funzione. Come € noto in teoria degli
insiemi si accetta le seguente definizione di fanei

- chiamiamofunzionedi N in N una relazione univoca iN, cioe un sottoinsiemé di

NxN tale che per og[IN esiste uno ed un sojdale che X,y)[IR.

Un modo diverso di procedere, che a volte si trogalibri di scuola, potrebbe essere il
seguente:

- chiamiamadfunzioneunaleggeo unprocessahe permette di ottenere un numgroena

volta che si sia fissato un numexo

Una tale definizione appare piu intuitiva ma meigonosa. Infatti € poco chiaro che cosa si
debba intendere per “legge” o "processo”. Inolrgeénerale noi accettiamo che, ad esempio,
equazioni come

y= (-1 =%
e

y=)*+1
rappresentano la stessa funzione pur rappresengandessi di calcolo diversi. Il fatto che le
due funzioni siano la stessa significa che quetle mteressa e il fatto che se si fissen
entrambi i casi si ottiene lo stesgo In altre parole quello che interessa € l'esteresio
{(xy)ORXR : y = (x-1)* — ¥* } della proprietay = (x-1)*> — x* che, di fatto, coincide con
I'estensione {kYy)ORXR : y = x*+1} della proprietdy = x*+1. Pertanto l'idea di funzione &
"estensionale”; quello che interessa e solo laeflab(l'insieme delle coppie) non il modo di
calcolare tale tabella.

Un tale punto di vista, tipico dei matematici, nebe non essere accettato da un
informatico che tiene anche conto dei tempi di@aldi una funzione. In tale caso e evidente
che il punto di vista estensionale non & pil vatidthe y = (x-1)> —x* ey = x*+1 denotano
cosa diverse.

A2. Assioma dell'insieme vuoto esiste un insieme che non ha elementi e che
chiameremansieme vuoto
((Ox(=~x02)).

Dall’assioma di estensionalita segue che esistoloinsieme vuoto che indicheremo don

Nota: Insiemi ed elementi.Da questi due assiomi segue che la teoria paldadsansiemi e
non di “elementi”. Infatti se accettassimo la presedi un “elementoa che non contiene a
sua volta elementi, allodovrebbe coincidere con l'insieme vuoto. Cio sigaifthe non ha
senso considerare come insieme un insieme di o@iettnon siano a loro volta insiemi. Ad
esempio I'insieme delle monete che ho in tascarigmra in tale teoria. Questo rende il tutto
poco naturale ma evita molte complicazioni. Un mdderso di procedere sarebbe accettare
che esistano due tipi di oggetti matematici: giemi e gli elementi che non sono insiemi.
Per gli elementi che non siano insiemi non vengommsti i due assiomi Al e A2.

A3. Assioma del singolettoDato un insieme esiste un insieme che hax come
unico elemento:

Ox[z(yOz = y=X)
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Per I'assioma di estensionalita I'insieme& unico e lo denoteremo com}{ Questi primi
assiomi permettono di asserire I'esistenza di unbnumero di insiemi. Infatti siamo sicuri
dell’'esistenza degli insieni, {O},{ O}, ....

Un modello dei primi tre assiomi.Nello spirito del metodo assiomatico non dobbiamo
necessariamente interpretare gli oggetti che albielnlamato “insiemi” e la relazione che
abbiamo chiamato di “appartenenza” nel modo usualeffetti per avere una interpretazione
si deve avere un insieme piu una relazione bin&thesempio se chiamiamosiemeun
numero naturale e ponianmdlm sem é il successivo da allora abbiamo che gli assiord,

A2 edA3 sono soddisfatti. Infatlhl segue dal fatto che la funzione successore givaieA2

e vera perché 0 non é successore di nessun eleméhi® verificata perché ogni numero
naturale ha uno ed un solo successore. Non e imeiieato il seguente assioma.

A4. Assioma dell'unione di due insiemiDati due insiemix edy esiste un insieme
che ha come elementi o gli elementkdippure gli elementi di.
OxOy([z(z’ 0z = z’0OxCz’y)

L’insieme la cui esistenza e assicurata da tal®mssviene indicato corlly. Dall’assioma
A3 e l'assioma A4 segue che dati due insieme x, esiste lI'insieme X;,x2} = { X} O{Xz}
caratterizzato dal contenere solo gli elemantix,. Piu in generale, dati gli insiemi,... X,
esiste I'insieme %i,... X} = { x.} O...0{ X} che hax,,...x, come unici elementi. Da notare che
I numeri naturali non verificano A4 in quanto dagdy, conx# y, non € vero che esiste @an
che e successore siaxdihe diy.

L’assioma dell’'unione di due insiemi puo essetessin modo da ottenere I'unione di una
classe qualunque di insiemi.

A5. Assioma dell’'unione degli elementi di una classPer ogni insieme esiste un
insiemez’ tale che
X0 z' = Oy(yOzXOly).

Per I'assioma di estensionalita I'insiemieg unico, nel seguito lo denoteremo ¢onoppure
O{x: x0z} e parleremo dunione degli elementi dz
Dati due insiemk edy diremo chex & una parte dy e scriveremx [y se ogni elemento
di x € anche un elementoyjicioé se vale I'implicazione
zZ[x = zly.

A6. Assioma dell'insieme delle parti per ogni insiemex esiste un insieme
costituito da tutte e sole le partidi
OxOyW(zOy < z0X).

Per I'assioma di comprensione I'insiemé unico. Denoteremo tale insieme @(R).
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Il prossimo assioma postula I'esistenza di uneim& infinito. Per fare questo dobbiamo
definire la nozione di funzione e poi quella di paqienza. Dati due insiermiedy chiamiamo
coppiadi elementix edy l'insieme {x,{x,y}}. Che tali insieme esista segue dal fatto che e
I'unione degli insiemi €} ed {{ x,y}}. Segue la solita definizione di prodotto carteso, di
relazione e di funzione. Cio permette di definaenbzione di equipotenza.

Definizione Chiameremanfinito un insieme che sia equipotente ad una sua pampeigr
A7. Assioma dell'infinito: esiste un insieme infinito.

| prossimi due assiomi coinvolgono la noziongiprieta o relazione scritta nel linguaggio
delle teoria degli insiemiUna definizione rigorosa di tale concetto, che &smle solo
nell’ambito della logica matematica, richiedereltmgppo tempo. Qui ci limitiamo a dire che
intendiamo riferirci a tutte le proprieta che passessere descritte utilizzando solo il simbolo

di appartenenzal ed eventualmente i connettivi logici “non”, “egist“per ogni”, “oppure”,
He”'

A8. Assioma di isolamento sia p una proprieta nel linguaggio della teoria degli
insiemi, allora per ogni insieneesiste un insiem# tale che
x0z" = xOzedx verificap.

L’insiemez’ viene indicato anche cox{lz : x verificap}.

Per completezza enunciamo anche l'ultimo assioeléa deoriaZF che non & molto
intuitivo ma molto utile per motivi tecnici. Nel geito chiamiamdunzionaleuna proprieta
p(x,y) scritta nel linguaggio della teoria degli insietale che per ogni esiste un unicg per
cui p(x,y) sia vera. In altre parole una proprieta funzienaluna proprieta a due posti che
quando venga interpretata definisce una funzioréa Dna proprieta funzionapgx,y) ed un
insiemez chiamiamoimmagine di zramitep(x,y) un insiemez’ tale che per ognillz esiste
x[z' tale chep(x,y) sia vera. Il prossimo assioma assicura che l'igimadi un insieme
tramite una proprieta funzionale &€ ancora un ingiem

A9. Assioma di sostituzione Sia p(x,y) una proprieta funzionale. Allora per ogni
insiemez esiste un insiem# che e immagine ditramitep(x,y).

9. Due assiomi particolari: 'assioma della scelta I'ipotesi del continuo.

L'elenco dei possibili assiomi per la teoria degisiemi non si esaurisce con quelli che
abbiamo elencato. Ad esempio e di particolare it@paa 'assioma della scelta. Per poterlo
enunciare diamo la seguente definizione:

Definizione 1.Se2 € un insieme costituito da insiemi non vuoti, didanzione di sceltaux
ogni applicazioné: = - [y sX tale chef(X) 0 X qualunque siX 0 5.

La funzione di scelta in un certo serisoeglie” in ogni insiemeX un suo elementtgXx).
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A10. (Assioma della scelta) Ogni classe di insiemi non vuoti ammette una funzione di
scelta.

In altre parole I'assioma della scelta asserisesidtenza di una legge che consenta di
“scegliere” un elemento in ogni insieme apparte@ent. Un modo ovviamente equivalente
di formulare tale assioma e utilizzando la nozioihdamiglia invece che quella di classe.
Infatti, data una famiglia&()in di insiemi non vuoti possiamo chiamdtenzione di scelta

ogni funziond : | - Oig/A tale chef(i)TA.

A10’. Per ogni famiglia4y)in di insiemi non vuoti esiste una funzione di scelta.

La teoria che si ottiene aggiungend@ftale assioma viene denotata cifC. E’ difficile
capire perché si debba assumere come assioma sadarto evidente ed intuitiva. Il fatto e
che la nostra intuizione si basa su insiemi fimitiel caso di classi finite 'assioma della scelta
e conseguenza degli altri assiomi.

Proposizione 2.Se si considera una clas&ehe sia finita, allora 'assioma della scelta puo
essere dedotto dagli assiomiZd.

Dim. Infatti se 2 = {Xi, Xz,...Xn}€ un insieme finito di insiemi non vuoti, allorasistono

x100X1, XX, ... X [OX,. Pertanto esistono le coppdé (x), (X2, X2),..., Xn, %). Per 'assioma
della coppia possiamo asserire che esiste anctserne {Ki, x1), (X2, X2),..., Xn, X,)} che &

la funzione di scelta cercata.

Proviamo a fare un passo in avanti e supponianawefie una classe infinitadi insiemi non
vuoti. In tale caso, e ancora possibile “scegliare”elementocin ciascunX in 2. Tuttavia
questa volta nulla ci assicura che esista un insieastituito da tutte le coppi&,k) che si
sono ottenute in questo modo. In altre parole mientassicura che la totalita di tali coppie
costituisca una funzione.

La validita di tale assioma a noi pare scontatdtalia quando fu proposto per la prima
volta esso ha suscitato molte perplessita e reanegative. Infatti si aveva la tendenza a
credere che un insieme esiste solo se si riescoteserivere i suoi elementi tramite una
proprieta comune. Similmente si era portati a pensde una funzione esiste solo se &
possibile definire in modo preciso quale € la leglge associa I'input all’output. Allora chi ci
assicura che esiste sempre un criterio generaleeimeetta di scegliere all'interno di ogni
insieme in2" un suo elemento ?

Scarpe e calzini.Per ben chiarire questo fatto e utile e divertéhbstrare I'esempio di
Bertrand Russel. Supponiamo preliminarmente dieavera famiglia infinita})io di paia di
scarpe (possiamo visualizza come una scatola su cui & attaccata una etichgita
distinguerla dalle altre di voler individuare una “funzione di scelta” cpermetta di
scegliere in ogni§ una scarpd(i) 0 S particolare. In questo caso non ci sono difficolta,
possiamo scegliere in ogni paio, ad esempio, lgpadcdestra. Supponiamo invece di disporre
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una famiglia infinita )iy di paia di calzini. Allora poiché i due calzini dih dato paio non
sono distinguibili, non sara semplice definire fmazione di scelta che consenta di scegliere
in ogni paioC; un particolare calzino. Il procedere “scegliendcaao” non sembra fare parte
dell’'universo matematico. L’assioma della scelferafia che una tale funzione di scelta esiste
e questo indipendentemente dal fatto che si siact@pdescriverla.

Il seguente teorema mostra come, a volte, facciastocomune di questo postulato senza
rendercene conto. Ad esempio ricordiamo la nozddodotto cartesiano nel caso di infiniti
insiemi.

Definizione 2.Sia §)in una famiglia di insiemi. L'insieme delle applicaaif: | - ;5S tali che
f(i)OS, per ognill, viene dettgrodotto cartesianalella famiglia 8)i; e lo si indica corx;S.

Un elementdIxin S puo essere quindi visto come una famigka(f)i (si e utilizzata la notazione
abbreviataf, = f (i) ) di elementi diJi4S tale chef OS per ogniiO1 .

Teorema 3.L’assioma della scelta & equivalente a dire clprdtiotto cartesiano di insiemi
non vuoti € non vuoto. In altri termini € equivakerm dire che, data una qualunque famiglia di
insiemi A)io

A0 00 = xgA 20,

Dim. Dobbiamo ricordare che il prodotto cartesiaqgA; si definisce come l'insieme di tutte
le funzionif : | - OipA tali chef(i)JA e quindi che tale prodotto coincide proprio con
I'insieme delle funzioni di scelta per la famigii&)io.

Naturalmente, stante la Proposizione 2, per pataostrare che il prodotto cartesiano di un
numero finito di insiemi non vuoti € non vuoto Ndnecessario I'assioma della scelta.

Va sottolineato che molti altri teoremi, di fondawmtede importanza nella teoria degli insiemi,
sono equivalenti con 'assioma della scelta, paiifamosi ricordiamo:

eLemma di Zorn. Se(S<) € un insieme parzialmente ordinato tale che ogitera ha
maggiorante, allorgdS<) ha un elemento massimale.

e Principio del buon ordinamento. In ogni insieme X puo essere definito un buon
ordinamento.

Si pone il problema se I'assioma della sceltarsi@alta un teorema della teoria degli insiemi.
In proposito vale il seguente teorema la cui dimazsbne, che richiede nozioni avanzate di
logica matematica, omettiamo.

Teorema 3.L’assioma della scelta e indipendente dai rimaressiomi.
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Un altro assioma particolarmente importante e t&gso del continuo che abbiamo gia
incontrato nel capitolo precedente. Abbiamo viste d¢a potenza dP(N) € strettamente
maggiore di quella dN. Appare allora naturale chiedersi se esistonceimsiche hanno
potenza maggiore del numerabile e minore di quilR(N). Cantor formulo I'ipotesi per cui
non esiste un tale insieme. Trasformiamo questa$pm un assioma.

All. Ipotesi del continuo.Non esiste un insieme che abbia potenza strett@mmeaggiore
del numerabile e strettamente minore del continuo.

Detto in altri termini l'ipotesi del continuo affea che nel piano euclideo esistono solo
insiemi finiti, numerabili 0 aventi la potenza da®intinuo. Per molti anni nessun matematico
ha saputo confutare o provare l'ipotesi del comtiflel 1963 il logico matematico Cohen ha
dato una risposta a tale ipotesi mostrando chedgpendente dai rimanenti assiomi della
teoria degli insiemi.

Teorema 4. (Teorema di Cohen)L'ipotesi del continuo € indipendente dai rimanenti
assiomi.

In altre parole lipotesi del continuo non puo assere provata ne' essere confutata a partire
dai sistemi di assiomi che usualmente vengono tatcgier la teoria degli insiemi. Piu in
generale e stata provata anche l'indipendenza sieflaente asserzione.

Ipotesi generalizzata del continuoDato un insieme infinitdS non esiste un insieme che
abbia potenza strettamente maggiorg @i strettamente minore B(S).

L’ipotesi generalizzata del continuo puo essereessa anche utilizzando la teoria dei numeri
cardinali.

Ipotesi generalizzata del continuoPer ogni cardinalg non esiste nessun cardinalexm2".

Se si accetta tale ipotesi i cardinali possono ressedinati nella seguente successione
crescente: !

1<2<3<..dg<2%<22’ .
ed tra due elementi della successione non e plessitware nessun altro cardinale.

In definitiva:

risultano indipendenti dal sistema-base degli assjger la teoria degli insiemi sia

l'ipotesi del continuo che I'assioma della scelta.
Si ripresenta allora per la teoria degli insiemsiassa situazione dell'assioma delle parallele
in geometria. Cosi come coesistono geometrie exele@geometrie non euclidee, e possibile
sviluppare sia teorie degli insiemi in cui valgdiesi del continuo che teorie in cui vale
l'ipotesi opposta.

Da notare che, oltre che dai paradossi, che giaspessano essere eliminati da una
opportuna assiomatizzazione, il ruolo della tedegli insiemi viene messo in crisi ancora di
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pit dalle dimostrazioni di indipendenza. Abbiama gisto che l'indipendenza dell'assioma
delle parallele in geometria con il mostrare lagilniita di piu geometrie aveva tolto il ruolo
centrale che la geometria euclidee aveva sempreassAllo stesso modo, l'indipendenza
dell'ipotesi del continuo con il mostrare la podgé di piu teorie degli insiemi diverse tra
loro poneva il problema di quale fosse quella giwstoglieva quindi il carattere assoluto che
si pensava avesse l'intuizione della nozione dems.

Problema. Sia X un insieme numerabile di punti di un foglio diteae supponiamo che una
macchia di inchiostro cada sul foglio in modo darge X. Dire quale e la cardinalita della
macchia di inchiostro.

7. Lo strutturalismo

Abbiamo visto con i Fondamenti della geometria dbétt il primo e piu importante esempio
di applicazione del moderno metodo assiomatico.eEessario perd specificare che tale
metodo attualmente viene applicato in modo completde diverso che prende il nome di
strutturalismo Tra i fautori di tale metodo, che vengono spedsamati strutturalisti per il
loro puntare l'attenzione sulle strutture (algeieictopologiche, d'ordine), ricordiamo il
gruppo di matematici francesi che si autodefiniscBourbakisti. Nel seguito ritorneremo ad
esaminare le differenze tra I'approccio di Hilbesthe puo essere chiamdtmndazionalee
quello strutturalista. In questo paragrafo comimmacol dare qualche idea generale della
nozione di struttura matematica.

Definizione 1. Dato un insiemeS chiamiamorelazione naria un sottoinsiem® di S,
chiamiamooperazione raria ogni funziondr : S'- S.

In generale le operazioni sono unarie o binarierel@zioni sono binarie. Una struttura
matematica € un insiem@ con delle operazioni e delle relazioni ed alcuminenti che
giocano un ruolo particolare (come ad esempiolginenti neutri).

Definizione 2.Unastruttura del primo ordine& un oggetto matematico del tipd,y,...,h,,
Ry,...,Rm, C1,...,&) con D insieme non vuoto dettdominiq hy,...,h, operazioni, Ry,...,Ry
relazioni ecy,...,ck elementi diS

Se non esistono relazioni allora la struttura peeadl nome distruttura algebrica se non
esistono operazioni prendera il nome diuttura relazionale.l gruppi sono esempi di
strutture algebriche, gli insiemi ordinati sonorapedi strutture relazionali. Gli anelli ordinati
(comeZ) costituiscono un esempio di struttura algebricauinsono presenti sia una relazione
che operazioni.

Definizione 3.Due strutture
(D,hl,...hn, Rl,...,Rm,Cl,...,Ck) e D', hl',...,hn', Rll,...Rm',Cll,...,Ck')
si diconodello stesso tipse
I) per ognii, h edh;' hanno lo stesso numero di variabili
ii) per ogni j, R eR' si applicano allo stesso numero di elementi.



pag. 104 Capitolo 4: Metodo assiomatico e stralismo G. Gerla

Ad esempio gli anelli unitari ed i campi sono gt dello stesso tipo poiché sono forniti di
un prodotto, di una somma, di costanti 0 ed 1mpieordinati sono di tipo diverso dai campi
poiché hanno anche una relazione d'ordine. NelittegeR € una relazione su un insierbe
ed XD, allora la restrizione dR ad X e la relazioneRn X" = {(Xg,...Xn) : X:0X,...x,0X,
(Xg,...Xn)OR}. Denotiamo tale restrizione cd®VX

Definizione 4. Una sottostrutturadi una struttureS = (D, hg,...N0,Ry,...Rm, C1,...C) € una
strutturaS'= (D', hy',...hy', R',...Rm'\C1's... Ck), dello stesso tipo &, tale che:

i) D'OD
i) h' =h/D'
i) R'=R/D'
iv) &' =e.

Pertanto una sottostrutturaSisi ottiene fissando una pafédi D che sia stabile rispetto alle
operazioni,...h, e che contenga le costagyj... Cx.

Definizione 5.Siano D,h,...,h, Ry,...,Rmy, C1,...,C0) € O',h'y,...,h", RY,...,R'y, C'1,...,C}h) due
strutture, chiamiamomomorfismauna funziond : S, - S tale che:
(X1,... X)0 R = (f(xp),...,f(x)) OR;
f(hi(xa, ... %)) = hi(f(x0), .. .f(Xn))
f(c) =ci.
Diciamo chef &€ unisomorfismose € un omomorfismo biettivo il cui inverso & amacan
omomorfismo. Diciamo chieé unaimmersionese € un isomorfismo tr&(hy,...,hn, Ry,...,Rmn,
Ci,...,Cn) €d una sottostruttura dd(h',...,h'n, R%,...,R'm, C'1,...,Ch).

Da notare che la nozione di isomorfismo per lettra relazionali € leggermente diversa da
quella data per le strutture algebriche in cui somichiede che linversé® sia ancora un
omomorfismo perché cio accade automaticamente.cényer le strutture relazionali tale
ipotesi € essenziale poiché esistono omomorfismertibili il cui inverso non € un
omomorfismo. Ad esempio consideriamo due relazityred R, rappresentate dai due grafi

a—» b —+—> 2

ol

C «— d e——— 4

e siaf la funzione definita dfa) = 1,f(b) = 2,f(c) = 3,f(d) = 4. Allora &€ immediato chieé un
omomorfismo invertibile il cui inverso non € un omarfismo in quanto R; 3 ma non € vero
chef (1) R, f *(3).

Si pone ora il problema se, data una relazioregjdivalenzae in un insiemesin cui siano
state definite relazioni ed operazioni se tali zelai ed operazioni possono essere definite
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anche nel quozient®=. Ad esempio, supponiamo cheSisia definita una operazione binaria
+, allora ha senso, date due claési S=eY [0 =, proporre il seguente algoritmo
- prendi un elemento ] X
- prendi un elementp (1 Y
- calcolax+y
- considera la class&y].
Ma perché una tale definizione funzioni il risuttati un tale algoritmo non deve dipendere
dal modo comea edy sono scelti inrX edY. In altre parole deve accadere che:
XEX' e Y=Yy = Xty =X+y.
Si perviene allora alla seguente definizione:

Definizione 6. Dato un insiemeS ed una relazione di equivalenza diciamo che una
operazionan-ariah : S'- Seé compatibilecon = se risulta:
X1 = X', ... X% = X'n = h(Xg,... %)) =h(X',..., X1)
Data una relazione-ariaR, diciamo ches e compatibile corR se, per ognx, X, y, y’
(X =X1, Xn=Xn) = X, X) DR = (X'1,...Xn) OR.

Esempio: Dato un interom, si consideri inZ la relazione dicongruenza modulo nejoé la
relazione definita dal porre=y se e solo sg-y &€ un multiplo dim. Allora sia I'addizione che
la moltiplicazione sono operazioni compatibili dafe equivalenza.

Problema: Consideriamo la relaziorein Z definita dal considerare equivalenti due numeri
che abbiano gli stessi divisori primi. Ad esempioeano che 6 18 ma 6 non e equivalente a
730 e la classe [6] contenente 6 e costituita dth ittnumeri che si possono costruire
moltiplicando opportunamente 2 e 3, [6]={&, 18,...}. Ancora, il numero 7 & equivalente
solo ad una sua potenza e [7]={7, 49, ...}.

- = & compatibile con la moltiplicazione ?

- = e compatibile con l'addizione ?

Esempio. In Z consideriamo l'ordinamento usuale e sig&a congruenza modulo 5. In tali
ipotesi 61, 5=5 ma pur essendo 1<5 non e vero che 6<5. Peff@mongruenza modulo 5
non & compatibile con I'ordinamentodn

Esercizio.Consideriamo nell'insieme {1,2,3,4,5,6,7,8,9,16} primi dieci numeri naturali, in
cui é definita la solita relazione d'ordine le sagfupartizioni

P1={{1,2,10}, {3,4,5,6,9}, {7,8}}.

P2={{1,2,3,4}, {5,6,7},{8,9,10}}
Tali partizioni determinano a loro volta due retadidi equivalenza. Dire quale delle due &
una congruenza e perche.

Definizione 7.Data una struttura matemati€a= (D,hy,...,h,, Ry,...,Ry, C1,...,Cn) Chiamiamo
congruenzaina relazione di equivalenzain D che sia compatibile sia con le operazioni che
con le relazioni. Chiamiamguozientedi Smodulo=, la struttura

S==(D/5h'y,... .0, RY,...,R'm, [C1],-..[Cr])
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dove si é posto
hi([Xal, ... [%a]) = [hi(X, ... X)],
Ri= {([xal,.-..[xal) : (k.. X)) UR}.

8. Categoricita, consistenza, indipendenza

Nel seguito indicheremo cohun sistema di assiomi per una teoria, indichereotoacuna
asserzione e con l'espressiohe ¢ il fatto che a sia un teorema dI. Elenchiamo alcune
caratteristiche che pud avere una teoria.

Definizione 1.Una teoriaT viene dettacategoricase tutti i suoi modelli sono isomorfi tra
loro.

Quando una teoria € categorica a volte si diceeanhk “tutti i modelli coincidono a meno di
isomorfismi.

Esempi: La teoria dei gruppi non & categorica (ammettegzempio sia modelli finiti che
modelli infiniti). La teoria degli anelli non & egorica (basti pensare all'anelalegli interi

ed allanelloQ dei numeri razionali. La teoria degli insiemi ordlin non & categorica
(I'intervallo [0,1] e lintervallo aperto (0,1) naono isomorfi perché il primo contiene un
minimo ed il secondo no).

Esempi: La teoria delle terne di Peano € categorica in fuaue terne di Peano sono
isomorfe tra loro. La teoria dei gruppi con cingementi € categorica. Il sistema di assiomi
della geometria euclidea é categorico.

Definizione 2.Una teoridal viene dettaonsistentese non esiste nessuna asserzmtae che
TraeTra.

I modo piu semplice per provare che una teoriam@sistente € mostrare che ammette un
modello, cioe una struttura matematica che verifita gli assiomi della teoria. Infatti se la
teoria ammette un modelM e se esistesse per assuaddale cheT - ae T+ ~a, allora in
tale modello lI'asserzionedovrebbe essere sia vera che falsa.

Esempi: La teoria dei gruppi & consistente. Infatti seelaria dei gruppi fosse inconsistente
allora, preso ad esempio il gruppo additivo dewii relativi ¢,+), in tale gruppo dovrebbe
valere siao che—- a. Un esempio di teoria inconsistente € dato datieia degli insiemi, come
mostrano le antinomie. D'altra parte tutte le tostudiate in algebra sono consistenti
(altrimenti non avrebbe senso studiarle).

Esempi: Un esempio di teoria inconsistente e la tedridegli insiemi ordinati finiti che non
hanno elementi minimali. Infatti se un insieme pado §<) non ha elementi minimali, allora
preso un elementki]S esiste ung<x. Poichéx; non puo essere minimale allora esistexs,

... procedendo in questo modo si prova l'esistenzmalisuccessione infinita di elemextidi
Stutti diversi tra loro. Cio prova che esistono mitii elementi inS. Pertanto inlT puo essere
provata sia l'asserzione "esistono infiniti elerifeshe 'asserzione "non esistono infiniti
elementi".
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Definizione 3.Una teoria viene dettmdipendentese non capita mai che un assiomaT
possa essere provato dai rimanenti assibfnd}.

In generale le teorie che si studiano sono, ol aonsistenti, anche indipendenti. Infatti se
un assioma fosse dimostrabile a partire da altoraalo si potrebbe semplicemente cancellare
senza alterare la teoria stessa.

Definizione 4.Data una teorid@ diciamo che una asserziomee indipendenteda T se non
accade né ch&+ ané cheT - a cioe a no puo essere né provata né confutata a partite dag
assiomi diT. Una teorial e dettacompletase non esistono asserzioni indipendentl deioé
ogni asserzione si puo o provare o confutard.ifntuitivamente una teoria completa € la
descrizione completa di un dato modello.

Esempio: Sia T linsieme degli assiomi della geometria euclidesnrnie I'assioma delle
parallele e siar I'assioma delle parallele. Allora abbiamo viste ate indipendente da

Esempio: Ad esempio sil la teoria dei gruppi edr la proprietd commutativa, allor@ non
puo essere dimostrata (perché in tale caso tgttippi sarebbero commutativi). D'altra parte
nemmenc- a puo essere dimostrata (perché in tale caso witigpi sarebbero commutativi).
Pertantoa e indipendente d& Questo mostra anche che la teoria dei gruppenmmpleta.

Per capire la differenza tra i due punti di vistewordiamo che in Hilbert il metodo
assiomatico ha un ruolo fondazionale, esso pertaoiovuole essere uno strumento con cui
costruire una nuova matematica ma piuttosto un s@ez giustificare la matematica gia
esistente. Non a casd-ondamenti della Geometridi Hilbert rappresentano un rifacimento,
senza imperfezioni dal punto di vista assiomata®lla geometria di Euclide e che esso si
mantiene abbastanza vicino all'originale. Per Hiilpertanto la bonta di un sistema di assiomi
si misura nella capacita di individuare esattamétitaygetto matematico” che si vuole
fondare (nel caso della geometria lo spazio eus)ide

Per la scuola strutturalista il metodo assiomatteene invece utilizzato per cogliere la
struttura comune a diversi rami della matematit@sdopo di unificare trattazioni diverse. E
una scelta dettata da questioni di economia egdirozzazione del lavoro, non da esigenze di
fondazione o di analisi critica. Ad esempio gliiass della teoria dei gruppi colgono
proprieta comuni a strutture matematiche dispacatme il gruppo additivo dei reali, il
gruppo moltiplicativo dei reali, il gruppo delle ommetrie del piano, il gruppo delle
permutazioni di un insieme in s€, e cosi via. legja caso la bonta di tale teoria si misura
nella sua capacita ad abbracciare quanti piu "tiggettematici” in modo che ogni teorema
della teoria dei gruppi ci dia delle informazioni enerali possibile. Per gli strutturalisti se
una teoria ha un solo modello (a meno di isommijisllora non & molto utile. Infatti se si
vuole appurare se una asserzi@ané conseguenza o meno degli assiomi della tedoaaal
tanto vale di andare a vedere direttamentenaseale su tale modello. Consideriamo ad
esempio l'intero sistema di assiomi di Hilbertsaiche tale sistema & categorico, cioe tutti i
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modelli sono isomorfi tra loro e sono equivalertnedello analitico (cioe a,). Allora
dovendo verificare se una proposizione € vera apar non conviene cercare di dedurla dal
sistema di assiomi; & piu semplice verificarnetthraente la validita s, mediante alcuni
semplici calcoli.

9. Due modi di concepire il metodo assiomatico: malazionale e strutturalista.

Per comprendere i diversi significati che puo assenil metodo assiomatico, confrontiamo
su alcune questioni fondamentali le idee di Euglilpunto di vista strutturalista e quello
fondazionale.

Intuizione.
Euclide. In Euclide l'intuizione € lo strumento mediantguale si perviene alla conoscenza
degli enti matematici e delle loro proprieta fondentali. Che gli assiomi, per meglio dire i
postulati, siano completamente intuitivi € cosaepsmle perché solo questa loro
immediatezza assicura la bonta di tutta la teohi@ si vuole costruire (e rende possibile
“postulare” per una loro accettazione). In defuatia scelta del sistema di assiomi poggia
direttamente sulla intuizione ed €&, in un certosserad essa successiva. Naturalmente
I'intuizione non deve invece essere uno strumendiintbstrazione anche se essa conserva un
ruolo euristico (in cio Euclide non differisce daioderni matematici). L'intuizione non ci
conduce ad errori ed e solo per motivi di "pureintallettuale” che non bisogna servirsene in
una trattazione scientifica di un argomento.
Hilbert. In Hilbert, poiché il metodo assiomatico ha lo mezali fondare un settore della
matematica preesistente alla assiomatizzazioneadgguato sistema di assiomi per la
geometria deve solo essere abbastanza potentardatigge di ottenere tutti i teoremi della
geometria euclidea. Non e detto percio che i singssiomi debbano essere "intuitivi".
Naturalmente, nel caso in questione, gli assioniitiiert ereditano il carattere intuitivo degli
assiomi di Euclide ma, se ne avesse avuto bisddifizert non avrebbe esitato ad introdurre
un sistema di assiomi completamente diverso irequisito avrebbero dovuto essere solo di
essere capace di dimostrare in maniera eleganépidarl'insieme delle proposizioni della
geometria euclidea. L'intuizione comunque puo eskewiante perché puo portare a dare per
scontato qualche cosa che invece deve essere dihoost
Strutturalisti . In maniera ancora piu radicale per la scuolatstalista I'intuizione e cosa piu
da combattere che da utilizzare ed essa non hlutssente valore euristico. Ad esempio se
ogni volta che si parla dei gruppi ci si immagihgruppo additivo dei reali, allora si € portati
ad attribuire ai gruppi piu proprieta di quantensialeducibili dal dato sistema di assiomi (ad
esempio la commutativita). In altri termini, poiclp&r gli strutturalisti una teoria deve
descrivere una intera classe di strutture diveraeldro, € forviante nelle dimostrazioni
guardare troppo ad una particolare struttura.

Categoricita.
Euclide. In Euclide la categoricita € una questione cheurncerto senso, non si pone
neppure. Infatti il suo sistema di assiomi aveunito scopo di descrivere in modo adeguato

il modello fornito dall'idea platonica di punto erétta. Il punto di partenza é tale modello e
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pertanto non poteva mai porsi il problema della mategoricita, semmai quello della
adeguatezza del sistema di assiomi.

Hilbert. Hilbert invece si pone esplicitamente la questica®i la considera un requisito
essenziale per il suo sistema in quanto la bontasideema di assiomi proposto consiste
proprio nella capacita di individuare un unico mimequello euclideo. Egli richiedeva la
categoricita anche per il sistema di assiomi pemneri interi, dei numeri reali ed altro.
Strutturalisti . Infine, come abbiamo gia osservato, per gli siratisti la non categoricita
rappresenta un requisito essenziale se si vudiezatie un sistema di assiomi per quante piu
strutture possibili. In cio si manifesta la radecdiversita con il punto di vista fondazionale.

Consistenza.
Euclide. Anche il problema della consistenza non poteveeresproblema riguardante
Euclide. Infatti il sistema di postulati propostcaeun elenco di proprietd di un modello
preesistente di cui 'uomo ha diretta ed innataosoenza. Ma se un sistema di assiomi viene
costruito isolando alcune proprieta di un dato nlodellora esso € necessariamente
consistente. Se infatti fossero deducibili sia toranula a che una sua negatex, allora per
il modello di partenza esisterebbe una proposizidre e sia vera che falsa, il che non puo
accadere.
Hilbert. Per Hilbert il problema della consistenza e edséznon esiste un mondo
geometrico da descrivere, esiste solo un sistemagsiomi e niente assicura che tale sistema
sia stato scelto male e che ci si accorga chepessoette di dimostrare sia che valga una cosa
che valga il contrario. Facciamo un esempio, e snimo che Hilbert avesse messo tra gli
assiomi della sua teoria anche I'assioma
a ="l'insieme dei punti nel piano & numerabile"
La teoria risultantd sarebbe apparsa degna di interesse e si sargiroei@iti molti teoremi
di tale teoria. Purtroppo, Hilbert ad un certo pusarebbe giunto a dimostrare (cosa che fa
nel suo libro) chd permette di introdurre un sistema di coordinate wtilizza il campo dei
numeri reali. Cio avrebbe comportato la validita di
- a ="l'insieme dei punti nel piano non & numerabile"
E owvio allora che la teori@, non potendo ammettere modelli, sarebbe risuftata di ogni
interesse.
D'altra parte non si puo provare la consistenaamdiistema di assiomi facendo ricorso ad un
modello perché non si puo utilizzare la cosa dad@oa (il modello) per giustificare un
sistema di assiomi (la teoria) che ha come scopprjar quello di fare a meno del modello.
Strutturalisti. Molto meno importante & la questione della coasiza per gli strutturalisti. E
vero che tale questione in linea di principio sh@oma, di fatto, una teoria viene proposta
solo allo scopo di unificare lo studio di una setienodelli matematici preesistenti. Pertanto
tale teoria sara, come per Euclide, automaticameoisistente. Ad esempio, il problema
della consistenza della teoria dei gruppi non snepan quanto tale teoria nasce
successivamente alla considerazione di alcuni ggrreti.

Il problema dei fondamenti.
Sia in Euclide che in Hilbert I'assiomatizzazioisponde al problema di dare un fondamento
sicuro all'intero edificio della matematica. Negffiutturalisti 'atteggiamento € piu pragmatico
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e "locale". Essi non pretendono di dare una vadtatyiti un sistema di assiomi su cui fondare
tutto. Piuttosto essi pensano che la matematipassa smembrare in diversi settori i quali si
possono esaminare indipendentemente uno dall'aMioesempio J. Dieudonné, uno dei
fondatori dello strutturalismo in matematica, affer

Il matematico moderno si sente cosi perfettamenfgace con la sua coscienza e non si
preoccupa affatto di tutti gli pseudoproblemi ctanho preoccupato i suoi predecessori.

Gli pseudo-problemi di cui si parla sono i paradche non sembrano interessare piu di tanto
gli strutturalisti. Se anche una singola teoriaultéssse essere contraddittoria, ci0 non
comporterebbe il crollo di tutto I'edificio materncat, ma semplicemente un piccolo cambio
di indirizzo (un indebolimento di qualche assiomiapltre mentre la dimostrazione della
coerenza dei sistemi di assiomi per l'aritmeticallaegeometria presentano difficolta
insormontabili, lo stesso non avviene per moltecpie” teorie esaminate dagli strutturalisti.
La loro coerenza si pud mostrare spesso semplidenmemibendo dei modelli finiti (come
avviene per la teoria dei gruppi, dei campi, dagklli ed altro). E poi le questioni relative ai
fondamenti della matematica non devono infastidirenatematici di professione. Si
provvedera ad addestrare appositamente del peestpeiamatematico” (i logici) che se ne
occupi.

Tutte le questioni come la non contraddizioneedt&dbrie . . . ed in generale tutto cio
che concerne la teoria della dimostrazione fannortgpaora di una scienza
completamente separata dalla matematica, la metamatica; questa nuova disciplina
non cessa di svilupparsi ed ha gia fornito numerasiltati nuovi e pieni di interesse;
ma e perfettamente lecito al matematico ignorartanpletamente senza essere per
nulla preoccupato nelle sue ricercfesempre Dieudonne che parla).

10. Strutturalismo e divisione del lavoro

La matematica € sempre stata divisa in tanti Seqteanti sono gli oggetti matematici da
studiare. Cosi la geometria era la scienza debaispche a sua volta si divideva in piana e
solida), l'aritmetica la scienza dei numeri, I'&siala scienza delle quantita infinitamente
piccole e di quelle infinitamente grandi e cosi.\@@n lo strutturalismo tale divisione della
matematica viene messa in discussione. Ad eserap@dmetria si smembra in vari settori
completamente indipendenti tra loro. In buona peakee sostituita dalla geometria analitica
intesa come algebra lineare e teoria delle matriwistudio delle coniche e delle quadriche
diviene un caso particolarissimo di un altro settdla geometria algebrica, una teoria
completamente algebrizzata. Lo studio dei movimeeaitipiano rientra nella teoria dei gruppi.
Lo studio delle aree e delle lunghezze nella tedeilta integrazione. A sua volta l'aritmetica
viene smembrata nello studio di diverse struttdgelaiche, I'analisi matematica in parte si
traduce nella teoria degli spazi topologici, in kp€eegli spazi metrici o normati. Per dirla in
maniera piu specifica, si perviene ad una nuovisidive della matematica basata sul fatto
che tutte le strutture fino ad ora studiate sononducibili per la loro forma logica e non per
il loro contenuto alle seguenti tre categorie:

(a) strutture algebriche
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(b) strutture relazionali

(c) strutture topologiche.
Le strutture algebriche sono quelle che fannoinfento solo alle operazioni. Esempi sono la
teoria dei gruppi, dei campi, degli spazi vettaridke strutture relazionali sono quelle che
fanno riferimento alle relazioni. Esempi sono dilla teoria degli insiemi ordinati e dalla
teoria dei grafi. Infine le strutture topologichens quelle che fanno riferimento a particolari
insiemi di parti chiamati topologie. In tali stute € possibile esaminare i concetti di
convergenza e continuita. Da tale punto di vistajn certo senso, la geometria euclidea non
trova una soddisfacente collocazione. E una staittoppo "confusa" in cui sono presenti sia
aspetti algebrici (il campo dei numeri reali pectrdinatizzazione, lo spazio vettoriale delle
traslazioni, il gruppo dei movimenti del piano)a faspetti relativi all'ordinamento ed alla
relazione "essere tra" (ricordiamo che in ogniarest definiscono in modo naturale due
ordinamenti) sia la struttura topologica (I'usutdpologia generata dai rettangoli che viene
studiata in analisi). D'altra parte il campo daimeri reali che € alla base della geometria
euclidea e una struttura algebrica con un ordinéonesh una struttura topologica.

Divisione del lavoro, specializzazione.

Il nuovo modo di organizzare la matematica deglitairalisti ha permesso lo svilupparsi
anche nell'ambito della matematica di alcuni fenmmeti, per chi si interessa di sociologia o
di politica, sotto il nome di divisione del lavorspecializzazione e alienazione. E esperienza
comune delle maggior parte degli studenti del calidaurea in matematica il fatto che ogni
materia di esami & completamente scollegata dfe @l tranne il caso dell'analisi matematica
che non risente molto dell'influenza strutturalistache con gli studi degli anni precedenti. E
possibile seguire un corso di topologia senza amresniente di algebra e viceversa e si
possono capire entrambi senza avere nessuna cagasoatematica precedente. Si badi che
non si tratta di mancanza di coordinamento e damzyazione e neanche di volonta di andare
incontro alle esigenze dello studente non richiddeprerequisiti. E invece un modo di
concepire la matematica come corpo di conoscerzsigbuo parcellizzare in unita autonome
tra loro ed autonome dalle altre scienze. Questeepiazazione, consentendo una divisione
del lavoro ed una estrema specializzazione, divebie uno strumento formidabile per
produrre una grande quantita di risultati scietitifCio in contrapposizione con i risultati
artigianali di una volta. Vediamo ad esempio cosarb Giorgio Israel e Lucio Lombardo
Radice in Storia della Scienza (Ed. Universale izatevol. I1).

L'introduzione del metodo assiomatico realizza umasformazione del lavoro

matematico che, secondo i Bourbakisti, & paragdeadiia transizione dal lavoro di

tipo artigianale ad un lavoro di "fabbrica". || mamatico non procede piu, come
l'artigiano, inventando di volta in volta metodi omi e stratagemmi per risolvere il
problema specifico di fronte al quale si trova; @ntrario, se egli incontra relazioni

che soddisfano gli assiomi di una struttura giaanqiuo fare uso di tutto I'arsenale del
tipo di struttura individuata.

E, piu avanti, continuano
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Come l'organizzazione del lavoro tayloristica sfgra da un lato controllo del singolo

processo, dall'altro lato parcellizzazione ed aleine da una finalita complessiva,
cosi all'introduzione dei metodi standard legatiraétodo assiomatico fa riscontro il
carattere "anarchico" ed incontrollato dei rapportira matematica e scienza
sperimentale, la rinuncia definitiva ad ogni spiegme complessiva dei fenomeni
naturali. Ma non soltanto a questo livello si ritke il taylorismo della concezione
Bourbakisti, bensi anche all'interno della ricercaatematica, dove lo studio delle
strutture prende il piede sullo studio dei probleed implica ancora una volta la

perdita di consapevolezza del ricercatore in mewigli indirizzi complessivi della

ricerca.

Nota. La distinzione tra approccio fondazionale ed apgm strutturalista al metodo
assiomatico e di un certo interesse da un punicstd didattico. Infatti il metodo assiomatico
nelle scuole puod essere introdotto o tramite utersia di assiomi per la geometria euclidea
(Hilbert) oppure tramite la nozione di gruppo ardiieme ordinato (Bourbakismo). Nel primo
caso la scelta fondazionale presenta difficoltalsestudenti non sono stati stimolati verso
interessi epistemologici. Infatti per essi sembs#rano che si debba perdere tanto tempo per
dimostrare cose che appaiono ovvie. Inoltre I'esz di un unico modello rendera difficile
far capire questioni di indipendenza. Infine ilatéere estremamente intuitivo di tale modello
fara scomparire in modo completo la questione idéipendenza. Nel secondo caso
I'approccio unificante del metodo assiomatico imaeé strutturalista puo essere compreso
dagli alunni solo se prima sono stati esibiti mekkempi di strutture diverse che pero sono
suscettibili di una trattazione unificata. Ad esengovrebbero essere prima introdotti alcuni
gruppi particolari come quello delle simmetrie diaufigura, quello delle permutazioni di un
insieme, quello dei movimenti del piano e cosi. via

Concludiamo questo paragrafo riportando I'opinidndohn von Neumann (1903-1957), uno
dei matematici piu versatili del XX secolo, espeessll’articoloThe Mathematiciat1947).

“Quando una disciplina matematica si allontana ditondalla sua fonte empirica o, il
che € ancor peggio, se per due o tre generazienévspirata solo indirettamente dalla
«realta», essa corre pericoli estremamente grawieria sempre piu un’attivita
puramente estetica, sempre part pour I'art. Questo fatto non & necessariamente
negativo, se il campo e attorniato da soggettirohatengono stretti legami empirici,
oppure se la teoria € dominata dall'influenza dinuo con uno spirito di altissimo
livello. Ma esiste il grave pericolo che la disaal si sviluppi lungo la linea che offre
minor resistenza; e possibile che la corrente, lorgana dalla sua fonte, si separi in
una moltitudine di diramazioni insignificanti e djaedisciplina diventi una massa
disorganizzata di dettagli e nozioni complesse. altre parole, una disciplina
matematica che si trovi a grande distanza dallafeni@ empirica, 0 abbia generato
per troppo tempo molte filiazioni sterili e asteattorre il rischio di degenerare. Da
principio lo stile & generalmente classico; quantdistra segni di diventare barocco,
ecco il segnale di pericolo [...]. In ogni caso, wmdta raggiunto questo stadio mi
sembra che l'unico rimedio sia ringiovanire ritanda alla fonte: occorre introdurre
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nuovamente idee derivate, in minore o maggior grddtyesperienza. Sono convinto
che questa sia stata una condizione necessar@pgervare la freschezza e la vitalita
della matematica, e che altrettanto valga pertulrfi.
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APPENDICE
L’'assioma della scelta ed un modello matematico datiracolo dei pani e dei pesci.

In questa appendice esporremo alcune interessgmdraglossali conseguenze dell’assioma
della scelta che sono legate alla nozione di eqoiponibilita ed a quella di misura.
Ricordiamo le principali nozioni in teoria dellasara.

Definizione 1.SiaSun insieme non vuoto éd una algebra di Boole di sottoinsiemi $fi.
Allora, dato un ordinald diciamo cheV e unad-algebradi Boole se
- per ogni famiglia &) di elementi inM tale che la cardinalita disia minore o uguale A

risulta chel g A OM.

Definizione 2. Una misura A-additiva &€ una funziongs/: M - R'0{«}, dove M & unaA-
algebra di Boole, tale che
) «0)=0,
i) LimA) = Zioi tAA) per ogni famiglia A)ioi di elementi diM a due a due
disgiunti conl di cardinalita minore o uguale/a
SeX é un elemento in cyi e definita, cioé sX[1M, allora si dice chX e misurabile.

In particolare siamo interessati alle misure 2-tngdgliche prendono anche il nomendisure
finitamente additiveed alle misurev-additive che si dicono ancimeimerabilmente additive.
Naturalmente ogni misura numerabilmente additima&he una misura finitamente additiva.

Definizione 3. Una misuray nello spazio euclideo viene dettavariante rispetto alle
iIsometrie se
H(X) = p(1(X))

per ogni isometria e per ogni insieme misurabie

In altri termini una misura e invariante se insiarguali hanno la stessa misura o, se si vuole,
se la misura si conserva quando le figure vengoossmnel piano. Usualmente le misure che
si utilizzano negli spazi euclidei si basano tgtiefatto che la misura di un rettangolo e data
dalla base per l'altezza. Poiché ogni spostamentm dettangolo non altera la sua base e la
sua altezza e evidente che tale misure sono twégianti rispetto alle isometrie. Se si pgne
costantemente uguale a zero si ottiene una misaditiva invariante rispetto alle isometrie.

Un'altra misura invariantel-additiva si ottiene ponendp(X) = « per ogni X#* [I.
Chiamiamabanali queste due misure.

2 Unaalgebra di Booldi sottoinsiemdi Sé una classhl di sottoinsiemi diStale che:
-00OM edSIM

- 'unione di due elementi dl appartiene ancoraM

- l'intersezione di due elementi W appartiene ancora ad

- il complemento di un elemento di appartiene ancora &d.
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Proposizione 4.Nello spazio Euclideo le uniche misur&additive invarianti per isometrie
se non quelle banali.

Dim. Due puntiP e Q del piano euclideo sono sempre “uguali’ nel sersoeasiste sempre
una isometria che porta uno nell’altro (basta aersire una ovvia traslazione). Pertanto in
una misura invariante tutti i punti hanno la stesgsaura. D’altra parte ogni insieme é
I'unione dei suoi punti. Pertanto se si accettdass&’-additivita sarebbe(X) = >ox t({x}).

Se le misure dei singoletti sono tutte uguali a zdlora avremmo chg(X) = 0. Se fossero

uguali ad un numero diverso da zero avremmouie =« .

Proposizione 5.Consideriamo una misura finitamente addithadlo spazio euclideo che sia
invariante rispetto alle isometrie. Allora due figugeometriché\ e B equiscomponibili in
pezzi che sono misurabiianno la stessa misura.

Dim. Infatti, detti A,...A, 1 “pezzi” in cui &€ scompost® e B,,...Bn i “pezzi” in cui é
compostaB, risulta che

LA = LA OA) = LA+ +HAA) = [BL)+...+4(Br) = 1(B).

Abbiamo gia visto nel primo capitolo che un trialtgé equiscomponibile ad un rettangolo
con uguale base e meta altezza. Cio consente dangrahe I'area di un triangolo € uguale
alla base per laltezza diviso due. Poi abbiamotoviehe un parallelogramma é
equiscomponibile ad un rettangolo con uguale bdsegaale altezza. Cid prova che I'area del
parallelogramma € uguale alla base per l'altezaacofa abbiamo visto che un poligono

regolare e equiscomponibile ad un rettangolo checdrae base il perimetro ed altezza
I'apotema. Anche in questo caso abbiamo una formetal calcolo dell’'area.

Teorema 6. (Esempio di Vita). Se si accetta I'assioma della scelta allora urocoéllo
spazio tridimensionale euclideo si puo spezzarenia successione di sottoinsiemi disgiunti
tutti equi-scomponibili tra loro.

Dim. Cominciamo con il dimostrare che I'intervalloIPsi pud scomporre in una successione
di insiemi Cy)kon equiscomponibili tra loro. Per fare questo, defimain [0,1) la relazione
ponendox =y sex-y & un numero razionaleE’ facile verificare che= & una relazione di
equivalenza e che quindi ripartisce [0,1) in cladisequivalenza. In base all’assioma della
scelta possiamo prendere in ogni classe un elenm@apypresentativo. Indichiamo coh
I'insieme degli elementi ottenuti in questo moddoAa ogni classe di equivalenza é costituita

% Supponiamo di avere dimostrato ctisia irrazionale e poniamoci il problema di trovatei esempi di numeri
irrazionali. La cosa non ¢ difficile poiché bastmiangere arun qualunque numero razionajelnfatti sec =
7e-g fosse uguale ad un razionale, allera c-q sarebbe razionale. Naturalmente questi esempsana molto
significativi. Se si considera la relaziome diremmo che tali esempi sono tutti equivalend i loro e
coincidono con gli elementi della classe di equénah 3.
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da un elementodi T a cui sono aggiunti tutti i possibili razionali ggbé si rimanga in [0,1)).
In altre parole

[071) :DFDT [r] = {r+q T, q]Q; r+q D[O,l)} = DqEIQ (T+Q)ﬂ[0,1)
dove gli insiemiT+q sono tutti disgiunti tra loro. Infatti supponiamabe T+g)n(T+q’) # O

con g* g e supponiamo che sia un elemento di tale intersezione. All@sisterebbera,
t' 0T tali chez=t+q = t'+q’ e quindi talit-t' = g’-gq. Cido comporterebbe I'equivalenza tra
t' e quindi cha =t’. Cio € in contrasto con il fatto clg q'.

Osserviamo anche che nella maggior parte deigtaisisiemi (T+g)n[0,1) sono vuoti, ad
esempio nei casi in cuj>1 oppureg<-1. Pertanto nell'unionélyo(T+g)n[0,1) & inutile
considerare tutti i possibili razionali ma ci sigplimitare a quelli dell’intervallo [-1,1]. Detta
(@)kn  Una enumerazione di tutti i razionali in [0,1] éidmnte che (I« € una
numerazione di tutti i razionali in [-1,0]. Pertanse poniamo

A= (T+qgn[0,1)

Bk = (T+a-1)n[0,1)

Cx = A0Bx
possiamo scrivere

[0,1) = Uian (T+ai)n[0,1))0(Lien (T+a-1)n [0,1))
=kon ((T+ai) N[0, 1) (T+ax-1)n [0,1)) = Dlkan AIBx = U Cx
D’altra parte se trasliamo il pezzy’ = {x OT : x<1-q¢} di T tramite la traslazione di
ampiezzag otteniamoAy. Se trasliamo il pezzo rimanerBg = {x OT : x=1-q«} tramite la
traslazione di ampiezzg-1 otteniamoA,. Questo prova che ciascun insie@e= AlIBy &
equiscomponibile coit = A, (1B, e che quindi tutti questi insiemi sono equisconilpidirtra
loro.
Possiamo ora procedere alla dimostrazione dekmemrriferendoci al cubo [031)ed

osservando che

[0,1)> = [0,1)x[0,1)x[0,1) = JknC*(ianCid X (OknCid = Onieron(CrxCixCr). (2)
E’ evidente allora che tutti gli insien@xCyxC, sono equi-scomponibili &xTxT e quindi
equi-scomponibili tra loro. In conclusione, la dasdi tali insiemi costituisce la
scomposizione cercata.

Una importante conseguenza del teorema di Vitediativa alla impossibilita di definire una
misura numerabilmente additiva nello spazio euolidee sia invariante e capace di misurare
tutti gli insiemi.

Corollario 7. Se si accetta I'assioma della scelta e possibidegre che non esiste una misura
numerabilmente additiva nello spazio euclideB® tale che:

- [ sia invariante rispetto alle isometrie,

- ysia definita in tutti i sottoinsiemi d&.
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Dim. Se per assurdo esistesse una misura invariantatdefi tutti i sottoinsiemi dR, allora

1S = t(UiconDy) = Dkon 4(Dy). Considerando il fatto che(Dy) = (T) per ogni indicek,
avremmo che se fosg&T) = 0 alloraz(S) = 0 e quindi tutti gli insiemi avrebbero misura

nulla. Se invece fosg&T)>0 si avrebbe chg(S) =« .

Passiamo ora al paradosso di Banach-Tarski chegséye enunciato cosi:

“E’ possibile suddividere un cubo in un numero tiindi parti e poi ricomporre tali
parti per formare due cubi identici al primo”.

Una formulazione precisa del paradosso € la seguent

Teorema 8.(Banach-Tarski). Assumiamo I'assioma della sceitaindichiamo cois un cubo
unitario dello spazio euclideo a tre dimensioniofd Sé equi-scomponibile a due copie di se
stesso, cioe esistono due cubi unitari disgi8h& S” tali cheS/B’//S”.

Non proveremo tale sorprendente teorema ma ciiéimd a mettere in evidenza che da esso
consegue un altro interessante teorema sulle miSoiamente additive nello spazio
euclideo.

Corollario 9. Non esiste una misura finitamente additfeagquindi neanche numerabilmente
additiva) nello spazio euclideo tridimensionale tethe

- sia invariante rispetto alle isometrie,

- sia definita su tutti i sottoinsiemi dello spazio.

Dim. Infatti se tale misura esistesse, il cubo unit&iavrebbe misura uguale a quella di
S’'[JS” e quindi misura uguale a due volte la propria nasur

Il teorema di Tarski-Banach urta fortemente cofdrnostra intuizione. Infatti siamo portati a
considerare i sottoinsiemi dello spazio euclidemedcorpi” e quindi il vedere che un corpo
Spossa essere spezzato in parti che ricomposte tappanente formano due corpi uguali ad
S sembra alquanto strano. Si potrebbe anche diretalbeteorema € in contrasto con il
principio della conservazione della massa. Influtiante il movimento le masse dei pezzi in
cui e stato decompos® dovrebbero conservarsi invece il teorema provaschaddoppiano.

Un possibile atteggiamento nei confronti del passd di Tarki-Banach €& quello di
accettare come assioma l'esistenza di una miswvaeiamte ed ovunque definita e quindi di
reinterpretare il paradosso come una dimostrazenassurdo che I'assioma della scelta non
vale.
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