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CAPITOLO 3

CREDERE NELL'INFINITO *

Confinato nella sua natura Le generazioni seguenti consi-
infinito nei suoi desideri dereranno la teoria degli insiemi
L'uomo € un Dio caduto come una malattia da cui si e guariti
che si ricorda dei cieli (Henri Poincaré, 1908).

(Lamarting

1. Aritmetizzazione ed infinito attuale
Una volta che abbiamo definiti i numeri reali passo definire la geometria come viene attualmente
studiata, cioé come capitolo dell’algebra linedméatti vale il sequente teorema.

Teorema 1.SiaR I'insieme dei numeri reali, chiamianmano euclideal prodotto cartesian®xR, e
chiamiamopunti i suoi elementi. Inoltre chiamiameetta un insieme di punti che verifichi una
equazione lineare del tipax+tby+c = 0. Allora la struttura ottenuta in tale modoifiea tutti gli
assiomi della geometria euclidea.

Dim. Proviamo ad esempio che per due punti distigivd) e (i,y1) passa una ed una sola retta.
Tale problema si traduce in quello di trovard, ¢ (non tutti nulli) tali che
axthy, +¢=0
axt+by, +¢=0
Si tratta di un sistema omogeneo di due equazielte mcognitea, b e c e dalla teoria dei sistemi
lineari si sa che tale sistema ammette infiniteedohi e che due diverse soluzioni sono proporiona
tra loro. Ne segue che tutte queste soluzioni eggmtano una stessa retta e cido prova 'esistenza e
l'unicita della retta per x4,Yo) € 1,Y1).

| rimanenti assiomi si dimostrano in modo simile.

In definitiva, a partire dai numeri naturali (tardari alla scuola pitagorica) si e riusciti a cos# la
classe dei numeri reali e con questi, tramite langgtria analitica, l'intera geometria. Un procediso
aritmetizzazione simile é stato poi fatto per qoatguarda I'analisi matematica. Infatti nhascono le
attuali definizioni di limite, derivata, funzioneowtinua che fino alla prima meta dell’'ottocento si
basavano sulla intuizione del continuo geometriqapare di nuovo attuale I'antica idea della scuola
Pitagorica per cui tutto e riconducibile ai numiateri. Tuttavia il prezzo da pagare per attuarg¢ale
processo di aritmetizzazione e I'accettazione idéiltiito attuale. Infatti se si utilizza, ad esempil
metodo delle sezioni, allora
ogni numero reale € un oggetto infinito,

essendo una sezione costituita da due insiemitindinrazionali. La stessa affermazione la possiam
fare se ci riferiamo al metodo delle successio@alichy. Infatti ciascuna successione di Cauchy e u
oggetto infinito ed a maggiore ragione una classepeta di equivalenza di successioni di Cauchy e
un oggetto infinito.

Naturalmente anche l'insieme dei numeri natudai,numeri relativi e dei numeri razionali sono
infiniti. Tuttavia accettare tali numeri coinvolgelo l'infinito potenziale perché

ciascun numero naturale, relativo o razionale éggetto finito

ed i matematici operano solo su tali oggetti fifitfatti, nel caso della costruzione degli inteativi,
pur essendo ogni classe di equivalenza di coppieggetto infinito, noi potremmo benissimo fissare
in ogni classe un particolare elemento rappreseatacthe chiamiamo irfforma normale e poi
lavorare con tali elementi invece che con le classi

YIn questo capitolo parleremo della teoria “ingéndegli insiemi. Questo significa che gli insiemérvanno
introdotti in modo completamente intuitivo. In régl come vedremo nel prossimo capitolo, esistondti mo
paradossi della teoria degli insiemi che mostramme un approccio informale presenti molti problengome
sia necessario abbandonare la fede (ingenua) Vacsettazione di insiemi infiniti.
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Definizione 2. Chiamiamo informa normaleogni coppia di numeri naturali del tipg,0), che
possiamo indicare compioppure del tipo (@), che possiamo indicare cep.

Ogni intero relativorfyn) si puo ridurre in forma normale poiché é equimtdead (n-n0) senm>n ed a
(0,n-m) sem<n. Pertanto potremmo definire I'anello degli inteiativi al modo seguente:

Definizione 3.Chiamiamonumero relativaogni coppia di numeri naturali in forma normale,
- chiamiamosommadi due numeri relativi la riduzione a forma normdkdla somma come e stata
definita ne capitolo 2,
- chiamiamoprodotto di due numeri relativi la riduzione a forma noredkel prodotto come é stato
definito nel capitolo 2.

Lo stesso discorso puo essere fatto per i nuragiomali. Infatti ogni classe g(@)] in Q puo
essere rappresentata in un solo modo da una c@pymi&onp eq primi tra loro.

Definizione 4.Chiamiamo ifforma normaleuna coppiaf,q) di interi relativi cornp e g primi tra loro.
Ogni coppia puo essere ridotta in forma normaladaao owvvio.

Definizione 5.Chiamiamonumero razional@gni coppia di numeri relativi in forma normaleoline,
dati due razionali ,q) ed @,b),

- chiamiamosomma(p,q)+(a,b) la riduzione a forma normale della coppda{qga,qb)

- chiamiamaprodotto (p,q)[(a,b) la riduzione a forma normale della coppia,(b)>.

2. Ma questi insiemi sono poi veramente una novita

La teoria degli insiemi e stata proposta da Carglbm fine del ottocento in stretto

collegamento con i sui studi di analisi matematiCantor non € certo stato il primo ad
utilizzare concetti come quelli di insieme, classellezione, concetti questi che si sono
sempre adoperati sia nel discorso scientifico @idimguaggio comune. In effetti ogni volta

che si considera una proprieta appare naturalddarase la collezione di tutti gli oggetti che

verificano tale proprieta (la sua estensione). sehapio:

- alla proprieta di essere mammifero corrispondectasse di tutti i mammiferi”,

- alla proprieta di riprodursi tramite uova corosie “la classe degli ovipari”,

Nelle scienze naturali si trovano numerosi esempindtale uso del concetto di classe. Ma
allora:

- perché si dice che Cantor fu l'inventore dellaitedegli insiemi ?

- in che cosa consiste la novita della sua proposta ?
Una adeguata risposta a tali domande e importartieeaper comprendere il significato che
ha l'introduzione (eventuale) della teoria degsiemi nelle scuole. Per cercare di capire come
vanno le cose, consideriamo alcune frasi del liggimcomune. Ad esempio consideriamo le
frasi

a)la rosa che e nel vaso e rossa

b) le rose del vaso sono rosse

c) le rose del vaso sono dodici

2 Questo modo di procedere € molto generale ed icanto senso pud sostituire la nozione di
guoziente di una struttura algebrica modulo una dahgruenza. Infatti, data una congruenza (ma é
sufficiente anche una qualunque equivalenza) indata struttura algebrica, invece di lavorare sulle
classi di equivalenza definendo su tali classelative operazioni, & possibile:

- individuare all'interno di ogni classe un parta@ elemento che viene detitoforma normale

- effettuare I'operazione sulle forme normali e pdurre in forma normale il risultato.

Un tale modo di vedere i numeri razionali ed i numelativi viene adottato da sistemi di calcolo
simbolico come Mathematica.
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La prima frase € del tipo usuale, vi € un sogg@ttaosa che é nel vaso) ed un predicato
(essere rosso). Essa corrisponde ad una concesbngondo secondo cui da un lato vi sono
delle "sostanze" e dall'altro delle "proprieta‘cdi tali sostanze possono godere o meno. Le
altre due frasi coinvolgono invece collezioni derakenti (di sostanze) come testimonia l'uso
del plurale "le rose", ma, a bene osservare, ciieae in due modi totalmente diversi. Infatti
nella frase b) il predicattessere rossonon i riferisce all'insieme delle rose del fascion si

€ mai visto un insieme rosso. Il predicato si iffeg in realtd ai singoli elementi di tale
insieme, cioe a ciascuna rosa nel vaso. La b)raado abbreviato per affermare che:

b") ciascuna rosa che € nel vaso é rossa
Volendo utilizzare a tutti i costi gli insiemi, pgiamo anche riscrivere la b) dicendo che:

b") l'insieme delle rose del vaso € contenuto nelkims delle cose rosse.

Ma si capisce che comunque in questo modo il cégiwento degli insiemi € inessenziale.
Di natura completamente differente & invece il goigimento degli insiemi nella frase c).
Infatti:

non ha senso affermare che ciascuna rosa del vasalii".
Il predicato"avere dodici elementisi riferisce all'intero insieme delle rose chetpato viene
ad essere il vero soggetto della frase c). In madelo tale insieme viene ad assumere |l
carattere di sostanza individuale e diviene un ouswggetto (al singolare) distinto dagli
elementi che lo compongono. Ora, prima di Cantde, dggetto non veniva considerato come
ente matematico e, conseguentemente, la c) notaxiauessere una asserzione matematica.
Essa esprimeva il risultato di un esperimentodjitare) su di un oggetto e non era diversa da
una frase del tipdla temperatura del tale corpo € di dodici gradDopo Cantor invece gli
insiemi saranno visti come nuovi enti matematila €) sara una asserzione matematica come
le altré.

Concludiamo questo paragrafo osservando che, fmitde, vi sono due modi di
coinvolgere una collezione di elementi in un discoscientifico.

1. Il primo si ha quando ci si riferisce a ciaselemento della collezione stessa.

2. 1l secondo modo si ha quando si considera talleztone come ente matematico a cui e
possibile attribuire proprieta che non sono ricarilili ai suoi elementi.

Spesso nel primo caso si utilizza il termine “céss solo nel secondo caso si usa il termine
"insieme" per denotare la collezione. La teoriar (peglio dire il linguaggio) delle classi e
sempre esistita e non permette di dire nientewidpiguanto permetta il linguaggio comune.
La zoologia, la mineralogia I'hanno spesso utilazaAgli oggetti ed alle proprieta si
sostituiscono gli elementi e le classi (estensitmali proprieta). Alla congiunzione logica "e"
ed alla disgiunzione "0" si sostituiscono le opemaiz di intersezione e di unione, alla
negazione si sostituisce la complementazionejralidicazione la relazione di inclusione.

La teoria degli insiemi nasce invece con Cantorileduo significato si manifesta
esclusivamente nell'ambito matematico. Sue caistitdre peculiari furono I'esame della
"grandezza" degli insiemi ed il tentativo di proeesl ad una fondazione di tutta la
matematica. Quella che molti studenti hanno impan&ile scuole € la teoria della classi, o,
per meglio dire, il linguaggio delle classi.

Esempio: A volte si definisce il massimo comune divisore traumerin ed m come
"l'elemento massimo dell'intersezione tra l'insiedeedivisori di n ed l'insieme dei divisori di
m". A me sembra un modo inutiimente complicato dredla definizione! Il linguaggio

® Ricordiamo che gia c'era stato un momento delllerohe della matematica in cui questa aveva
allargato il proprio ambito creando nuovi enti agtr Mi riferisco al processo di idealizzaziongglie
enti geometrici in cui proprietd comessere rettq""essere circolare""essere quadratoVengono

nong nong

sostituite da enti astratti corfia retta”, "il cerchio", "il quadrato”.
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comune in questo caso € piu che sufficiente e né@nmodo piu semplice di definire il
massimo comune divisore che affermare che e il imasdei divisori comuni.

Esempio: A volte, per illustrare la nozione di interseziosiedice che la balena e un elemento
di intersezione tra gli insieme degli animali adigiae I'insieme dei mammiferi invece di dire

semplicemente che € un mammifero acquatico. Anehguesto caso sembra piu semplice
dire che la balena € un mammifero che vive nellacgenza disturbare I'operazione di
intersezione.

e
e

Si fa' invece teoria degli insiemi quando (in gatenelle elementari) si parla di "cardinalita”
di un insieme finito tramite il concetto di equipoka. Ancora si utilizza la teoria degli
insiemi quando si costruisce il campo dei numealireon il metodo delle sezioni o con un
gualunque altro metodo.

3. | paradossi di Galileo.

La teoria degli insiemi e strettamente legata gllastione dell'infinito in matematica. Una
delle prime domande che un matematico si pone niguka grandezza degli enti matematici
che si propone di studiare. Infatti la parte cdatdegli studi di Cantor sugli insiemi riguarda
la loro grandezza, o per meglio dire, la loro caatlida. Siamo nel 1874 quando appaiono i
primi articoli di Cantor in proposito, ma gia Galil nel 1638 nel subiscorsi e dimostrazioni
Matematiche intorno a due nuove sciersdeera posto il problema sulla possibilita di
confrontare la grandezza di due insiemi infinita tisposta di Galileo a questa domanda fu
nettamente negativa, e questo in base ad alcursegoenze paradossali conseguenti a tale
possibilita.

Il paradosso dei quadrati perfetti. Galileo confronto l'insiem&l degli interi e l'insiem&P
dei quadrati perfetti e giunse alla paradossaleclosione che tali insiemi hanno lo stesso
numero di elementi. Infatti egli osservo che adiagieron e possibile associare il quadrato
perfetton® ottenendo in tale modo la tabella

123 4 5 6...

24916 25 36...
Naturalmente in tale modo ad elementi distinti ispondono quadrati distinti ed ogni
guadrato si puo ottenere in questo modo (in termimderni diremmo che la corrispondenza é
biettiva) cid prova che ci sono tanti elementiNnquanti ce ne sono iQP. Ora una tale
conclusione non appariva a Galileo soltanto coiatraal senso comune ma anche
contraddittoria. Precisamente era in contraddizimrel'assioma euclideo "il tutto € maggiore
della parte” che Galileo, grande ammiratore di Eec¢lnon si sognava di mettere in
discussione.

Il Paradosso delle ruote concentriche:

Questo paradosso, descritto da Galileo, sembriireisal Aristotele. Consideriamo due ruote
concentriche, di raggi e 2r e supponiamo di far fare alla piu grande un giro plato in
modo che rotolando tracci un segme@0. Nel frattempo la ruota piu piccola avra fatto un
giro completo ed avra tracciato un segmeXBadella stessa lunghezza.
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A B

C D

Ma questo e assurdo perché i due segmenti rappaeserdo “srotolamento” di due
circonferenze di lunghezza diversa. Ecco quellodibe Galileo:

“Or come dunque puo senza salti scorrere il ceramimore una linea tanto maggiore della
sua circonferenza ?”.

Comungue la conclusione a cui Galileo pervenne da tanto che non fosse possibile
considerare l'infinito attuale (come affermato aalradizione aristotelica) ma che la
comprensione dell'infinito attuale forse era afubiri delle capacita dell'essere umano. Egli
infatti asserisce che quando

siamo tra gli infiniti e gli indivisibili, quelli eno incomprensibili dal nostro intelletto
finito per la loro grandezza, e questi per la Igrocolezza.

Dove il termine "indivisibile" si riferisce agli fmitesimi che in quel periodo, ad opera del
Cavalieri, si andavano utilizzando.

Cantor, al contrario di Galileo, non esitd0 a gettaia I'assioma di Euclide accettando
tranquillamente la possibilita che esistano insieh@ hanno tanti elementi quanto una loro
parte proprid. E' da notare che le motivazioni filosofiche din@a erano strettamente
intrecciate a quelle religiose Ad esempio in una lettera del 1890 a padre TlsoEsser egli
scrive tra l'altro.

* Questa proprieta diventera proprio un modo dirikigli insiemi infiniti. Quindi si potrebbe direhe un
insieme & infinito se verifica il paradosso di Gali
°Daltra parte le motivazioni religiose stanno ditese dei primi esempi di accettazione dell'infiittuale nella
cultura occidentale. Era infatti convincimento caraunel medioevo che Dio fosse infinito.
Appunto perché & uno, Egli non rientra né in unaura né in un numero. Cosi Egli non incontra il
confine né in altrui né in se stesso, che, in &ala; Egli cadrebbe gia nella dualitéPlotino, Enneadi).
Era semmai oggetto di discussione se Dio potesseepire entita infinite poiché in tale caso si diblyero
accettare entita infinite diverse da Dio. A talegwsito ad esempio I'opinione di San Tommaso eeal'ohico
infinito fosse Dio.
Quindi, come Dio, nonostante abbia potenza infintdtavia non pud creare qualcosa di increato (il
che sarebbe far coesistere cose contraddittoriecosi non pud creare cosa alcuna che sia
assolutamente infinitdS. Tommaso, Summa Teologica).
In altre parole, se si vede che il concetto dnibdi attuale &€ contraddittorio, Dio non puo persarché Dio, in
un certo senso, rispetta la logica. Invece l'opiaidi Sant'Agostino era non solo che Dio fosseittfima anche
che potesse avere come oggetto del suo pensiaguttdildel numero" cioe l'intera totalita degliant
Riguardo poi all'altra loro teoria che neanche clanscienza di Dio pud essere rappresentato l'itdini
rimane loro che osino affermare, immergendosi akiéso profondo della irreligiosita, che Dio non
conosce il tutto del numero . . . Non lo potrebbe deanche il piu insensato . . . Che razza di cchu
siamo noi che pretendiamo di porre limiti alla ssEienza?(Agostino, La citta di Dio)
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Viene da me offerta alla filosofia cristiana per [@ima volta la vera dottrina
dell'infinito nei suoi principi. So con piena siezza e determinazione che essa
accogliera questa dottrina: € soltanto da vederecigeaccadra gia adesso o soltanto
dopo la mia morte.

Da notare che Cantor distingue tre tipi di infiniliogprimo, legato all'idea di Dio, il secondo di
natura fisica (il tempo, lo spazio), il terzo dima matematica.

L'infinito attuale si presenta in tre contesti:glimo € quello in cui si presenta nella
forma piu completa, in un essere completamentep@miiente trascendente questo
mondo, "in Deo", ed &€ questo che io chiamo [l'ltdinAssoluto o semplicemente
I'Assoluto; il secondo quando si presenta nel mocalatigente, nel creato; il terzo e
guando la mente lo afferra "in abstracto”, comemgtazza matematica, numero o tipo
d'ordine. Voglio sottolineare chiaramente la di#faza tra I'Assoluto e quello che io
chiamo il Transfinito, cioé l'infinito attuale deglltimi due tipi, perché si tratta di
oggetti evidentemente limitati, suscettibili di sesctimento, e quindi collegati al
finito.

4. Confrontare le grandezze degli insiemi.
La possibilita di confrontare le grandezze di insiemon necessariamente finiti € alla base
della teoria degli insiemi.

Definizione 1.Diciamo che due insienfA ed B sono equipotente scriviamoA = B se esiste
una corrispondenza biettiva A— B di A in B. Diciamo chda potenza dA € minoreo uguale
della potenza dB e scriviamoA < B se esiste una corrispondenza iniettiva i B.

In altri termini A edB sono equipotenti se esiste un procedimento chreqitr di ottenere, a
partire da un elemento diuno ed un solo elementoBiin modo che ad elementi distinti Al
corrispondano elementi distinti & ed ogni elemento d8 si pud ottenere in questo modo.
Nel caso della corrispondenza proposta da Galikedl £ I'insiemeQP dei quadrati perfetti,
tale corrispondenza era ottenuta tramite |'elevazial quadrato. Ovviamente nel caso di
insiemi finiti si ha che due insiemi sono equipdtese e solo se hanno lo stesso numero di
elementi nel senso intuitivo che diamo a questeesspne.

Teorema 2.Comunque si considerino gli insiedjB e C:
1.A=A
2.A=BimplicaB = A.
3.A=BeB=C implicaA=C.
Pertanto, in un certo senso, la relazione di edeipza & una relazione di equivaléhza

Dim. 1. SiaA un qualunque insieme, allora I'applicazione ideniti: A— A e una funzione
biettiva diA in A. QuindiA e equipotente aé.

2. SiaA equipotente @, allora esiste una corrispondenza bietfivad - B. La sua funzione
inversa sara allora una corrispondenza biettiBidiA e questo prova chHg e equipotente ad
A

® In realta non & completamente corretto parlareldzione di equivalenza. Infatti I'insieme in ¢ale relazione
dovrebbe essere considerata dovrebbe esserede diasitti gli insiemi. Purtroppo, come vedremé pr@ssimo
capitolo, tale classe crea molti problemi. Analegasiderazione deve essere fatta per la relazianeré meno
potenza di” che viene trattata nel teorema sucegshisomma le cose sono sempre piu complicatewhecsi
pensa.
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3. Supponiamo ch@& abbia potenza ugual® e cheB abbia potenza uguale @, allora
esistono due funzioni biettivé : A—~B e g: B- C. E' evidente chég e una funzione biettiva
di Ain C e quindi ché\ e C sono equipotenti.

Teorema 3. La relaziones “avere meno potenza di” € una relazione di prérerdomunque
si scelgano gli insienA, BeC:

1.A<A

2.SeA<BeB<sCimplicaAsC.

Inoltre la relazione di equivalenza associata @ talazione coincide con l'equipotenza. In
altri termini;

3.A<BeBsAimplicaA=B.

Dim. Per le proprieta 1 e 2 si procede allo stesso nobhdmel teorema 2. Per la proprieta 3 si
veda I'appendice 2.

La proprieta 3 va sotto il nome di Teorema di Caiternstein.

Proposizione 4.SiaA un insieme & una relazione di equivalenza Aqg allora il quoziente
A/= ha potenza minore o ugualead

Dim. Siaf : A= - A una funzione che associ ad ogni classe di equizalenn elemento

f(z20z (come vedremo una tale funzione esiste se si amartiassioma della scelta). Tale
funzione e iniettiva perché 9€) = f(z) allora le due class e z' hanno un elemento in
comune e quindi coincidono.

Proposizione 5.Se esiste una funzione suriettiva A-B di A in B allora B ha potenza
minore o uguale ad. Infatti se= e il nucleo dff, alloraB & equipotente A/=.

Dim.Siaf : A-B una funzione suriettiva, allora il suo nucleoripartisceA in classi di
equivalenza. La funziong : A/= - B definita ponend@([x]) = f(x) &€ ben definita perché il
suo valore non dipende dall'elemento rappresentati{x]. Inoltre, poiché

a([x) = 9(lyD) = f(x) =f(y) => x=y=[x] = [yl,
la funzioneg e iniettiva. Cio prova cha/= e equipotente B.

Il paradosso di Galileo di un insieme equipotenteiaa sua parte propria sfrutta il fatto che i
numeri naturali sono un insieme infinito. Come abid gia osservato in una nota, questo
fenomeno puo essere utilizzato proprio per daredefiaizione di insieme infinito.

Definizione 6.Un insieme che risulta equipotente ad una propaide propria viene detto
infinito, altrimenti viene dettdinito.

Proposizione 7.L'insiemeN dei numeri naturali & infinito. Inoltre un insiereanfinito se e
solo se ha potenza maggiore o ugual®lad

Dim. CheN sia infinito deriva dall'osservazione di Galilea pei N € equipotente all'insieme
QP dei quadrati perfetti che costituiscono una partgpa diN. D'altra parte ogni terna di
Peano e infinita perché la funzione successoréeéiim per definizione e non é suriettiva in
guanto il primo elemento non é successore di neglstmnelemento.

Sia S infinito, allora abbiamo gia visto che contiene ueana di Peano e quindi ha
potenza maggiore dil. Viceversa se ha potenza maggiore o uguale al numerabile allora
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esiste una funzione iniettiva N - S Consideriamo la funziong : S— S definita ponendo
g(x) = x sexJf(§ e g(f(n)) = f(n+1): in altri termini tale funzione sposta di unspa gli
elementi della successiof(@) e lascia immutati gli altri elementi 8 Ne segue che, poiclgé
non puo assumere il valof@), g € una funzione biettiva @& in una sua parte propria. Cio
prova cheSe infinito.

Esercizio. Tenendo conto che un uomo non puo avere piu d0DROCcapelli dire se a Salerno
esistono due uomini con lo stesso numero di cafselBuggerisce di considerare la funzione
che associa ad ogni salernitano il numero dei cajeelli.

5. Insiemi numerabili

Gli insiemi equipotenti afll vengono detthumerabili gli insiemi che hanno potenza minore
od uguale ad\ vengono chiamatenumerabilio codificabili’. Pertanto un insiemé &
numerabile se esiste una funzidnéA — N biettiva. A € enumerabile se esiste una funzibne
- A - N iniettiva. Se si tiene conto della proposizioneeb mhragrafo precedente abbiamo la
seguente ovvia proposizione.

Proposizione 1Le seguenti asserzioni sono equivalenti:

a) A e enumerabile

b) A & vuoto, finito o numerabile

c) A é vuoto oppure esiste una funzidneN - A suriettiva (che viene chiamatanzione
enumerante

In termini intuitivi un insieme non vuoto e enumngta se si possontnumerare” tutti gli
elementi diA uno dopo l'altro in una successione dicendo che

f(1) € il primo elemento

f(2) e il secondo elemento

ed in tale numerazione nessun elementa deve sfuggiref(eé suriettiva). Nel caso in cui in
tale enumerazione non viene mai ripetuto due \lolstesso elemento fae anche iniettiva e
quindi A € numerabile. La paroleodificabile viene usata a volte in informatica poiché la

funzione iniettivaf : A—> N viene interpretata come un modo di assegnare @idoggettoa in
A unnumero di codicé(a) di a.

Proposizione 2.L'unione di due insiemi enumerabili € un insiemeraerabile. L'unione di
un insieme finito ed uno numerabile € un insiemenemabile. L'unione di due insiemi
numerabili & un insieme numeralile

Dim. SianoA e B due insiemi enumerabili e siadfio N - Aeg: N - B due funzioni

enumerantA e B. Intuitivamente il processo di enumerazioneAdiB consiste nell'alternare

la numerazione dA e diB, cioé nel considerare la seguente successione
f(1),9(1).1(2),9(2), . . .

Piu precisamente, possiamo considerare la funziomé- ACIB definita ponendo

" In realta il concetto di insieme enumerabile nembsra essere usato nei libri di matematica italisgi libri in
lingua inglese invece viene trattato sotto il nathecountable setinvece sia in Italia che fuori Italia nei libri d
informatica si parla deffettivamente enumerabi{in ingleseeffectively enumerablger indicare un insieme che
sia enumerato tramite una funzione per la quaktesan opportuno programma capace di computarla.

8 Alla fine di questo capitolo tale teorema vietesirato tramite il raccontino degli “alberghi dilbert”.
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f((n+1)/2) sen e dispari

h(n) =
g(n/2) s € pari.

Tale funzione € suriettiva e quindrappresenta una funzione enumerakitd.

SiaA ={a,,...a,} un insieme finito @ un insieme numerabile. SiaN - B una funzione
biettiva enumerantB, allora una numerazione Ai1B sia ottiene al modo seguente:

ay, az,...an, (1), f(2), ...

In altri termini si cominciano ad elencare tutti glementi diA e poi si elencano quelli d@.

Volendo formalizzare un tale modo di procedererdafno la funzionédr : N AB ponendo
h(1) =ay, h(2) =ay,...h(n) = ay, h(n+1) =f(1), ...,h(n+m) =f(m), ...

E’ evidente ché & una funzione biettiva enumeraateB.

SianoA e B numerabili, allora nel caso nel caso in Awe B siano disgiunti la funziorte
ora definita e biettiva. Invece nel ca8oB # [0 h non e iniettiva in quanto un elemento
dell'intersezione viene enumerato due vaitéuitivamente basta che nella enumerazione

f(1),0(1),1(2),9(2), . . .
gli elementi gid comparsi non siano ripetuti. Undoiu rigoroso ma meno costruttivo di
procedere € quello di osservare che, essargloiettivaAllB ha potenza minore o uguale a
guella diN. Poiché e evidente chA[1B ha potenza maggiore o uguale a quell’l,dA\B e
equipotente ad\. Tale modo di ragionare non fornisce perd conomnetde la funzione
enumerante.

Esempio.SiaA = {5,3,7} e siaQP l'insieme dei quadrati perfetti. L'insier@ & numerabile
perché la funzion&n) = n* & una biezione di in QP, cioé & una funzione enumeraQe.
Allora possiamo enumerare al modo seguente glieiindi ALQP :
53,7,1,4,9,...
Piu precisamente una funzioheN - ALQP enumerant&1QP si ottiene ponendo:

h(1) =5

h(2) =3

h(3)=7

h(4) =f(1) =1

h(5) =f(2) = 4

h(n) = f(n-3).
Proposizione 3L'insieme degli interi relativZ € numerabile.

Dim. L'insieme Z & unione dell'insieme degli interi positid” (compreso lo zero) e
dell'insieme degli interi negativd’. Poiché entrambi questi due insiemi sono numeyabig
numerabile. Piu precisamente una enumerazione @bgienti diZ si ottiene al modo
seguente

0,-1,+1,-2,+2,3,-3...

cioé tramite la funzionk : N- Z definita al modo seguente

0-1)/2 sen e dispari
h(n) =

- nf2 sen é pari. O
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Cantor si pose poi il problema Bee l'insiemeQ dei razionali fossero equipotenti. La risposta
fu affermativa:
anche Q che appariva tanto piu grande di N, avewsi elementi quanti ne aveva N !

Proposizione 4. L'insiemeQ dei numeri razionali € numerabile.

Dim. Cominciamo col provare che linsieme dei raziomaisitivi Q© € numerabile. Una
dimostrazione intuitiva di tale numerabilita siiette disponendo i numeri razionali nella
seguente matrice infinita

/N /N
1/1 1/2 1/3 1/4_1/5 ...

2/fj'2/2/‘2/‘3/2/{' 25 ...

3;1 3/2 3/3 3/4...
4/1 4/2 4/3 ...

S/1. ..

in cui il numeratore rappresenta la riga di appemtea ed il denominatore la posizione
all'interno della riga di un razionale. Ovviamente tale matrice un razionale compare piu
volte. Il problema é trovare una strategia che entesdileggerei razionali in questa tabella
uno dopo I'altro in modo che:

- nessun razionale sia escluso (la corrispondenza eksere suriettiva)
- nessun razionale sia letto due volte (la corrispord deve essere iniettiva).

E’ possibile seguire la strategia indicata daleede avendo cura daltarei numeri razionali
che gia si sono incontrati

E’ possibile precisare una tale strategia osselvarme si € cominciato a “contare” gli
elementi dell'insiem&), ={1/1}, poi si sono contati gli elementi dell'irmneQs; ={1/2,2/1},
poi gli elementi dellinsiemeQ, = {3/1, 2/2, 1/3} ... Ciascuno di tali insiemi §uo
caratterizzare dal fatto che la somma del numeragatel denominatore é rispettivamente 2,
3, .... Indichiamo co®, I'insieme dei razionali del tipp/q conp e q interi positivi primi tra
loro ep+q =n. Pertanto,

Q:={1/1} = {1}, Qs={1/2, 2/1}, Q4 ={1/3, 3/1}, Qs = {1/4, 4/1, 2/3, 3/2}...
E' evidente che ciascu, & finito e cheQ" = Onavq1y Qn. Una numerazione degli elementi di
Q" si ottiene pertanto enumerando prima gli eleméin®,, poi quelli diQs e cosi via. In tale
modo si ottiene la numerazione:

0,1, 1/2,2/1, 1/3, 3/1, 1/4, 4/1, 2/3, 3/2, ....
Una volta che si & visto ci@" & numerabile risulta evidente cfe & ancora numerabile e
quindi cheQ = Q" 0Q 0{0} & numerabile. O

Proposizione 4.l prodotto cartesiano di un numero finito di imsienumerabili € un insieme
numerabile.

Dim. Proviamo la proposizione per induzione sul numredoinsiemi numerabiliPern = 2 si
procede esattamente con la stessa tecnica deltsttanione precedente. InfattiAe B sono
due insiemi numerabili allora i loro elementi sispono ordinare in due successia){n €
(bn)non- Essendo allora ogni elementoAkB del tipo @n,bm) potremo disporre gli elementi di
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AxB in una matrice infinita e “contarli” alla stessaamera di come abbiamo contato gli
elementi diQ.

/N /N a
(anb1) (aby)  @b3) (@1,bs)  @ubs) ...
~
(az,b1) @2,02) (a2b3) (a2bs)

} g
(&’n bl &’n b2) ) b3)

S
(aTbl) 94,{2)' .
/'

(a5,b1) C .

Supponiamo che la proposizione sia vera pensiemi Ag,...A, cioeé cheA;x..xA, sia
numerabile, allora per ogni insieme numerabile risulta che A;x...xA,)xAn+1 € numerabile
e quindi la proposizione e vera perl insiemi numerabililn conclusione la proposizione &
vera per ognn.

In particolare abbiamo che” & numerabile Un modo pitl diretto per provare chixN &
numerabile e il seguente. Indichiamo ¢onNxN - N la funzione definita dal porrg(n,m) =
2"[(RM+1). Tale funzione €& biettiva perché ogni numeuo pssere scomposto in uno ed un
solo modo come prodotto del tipB@2r+1).

Proposizione 5.L'unione di una successione di insiemi numerabilarecora un insieme
numerabile.

Dim. Il procedimento € il solito. S&\{),on € una successione di insiemi numerabili possiamo
indicare cora(i,j) 'elemento diA; che occupa il postpnella enumerazione di. In questo
modo si viene a definire una matrice infinita i @@émenti possono essere enumerati con la
solita strategia

/N /SNy
a(1,1) a(1,2) a(1,3) a(1,4) a(1,5) ...

a(2,1) a(2,2) a(2,3) a(2,4)
a(3,1) a(3,2) a(3,3)
a4,1) a(4,2)

a1y . ..

6. Numerabilita e codifica.
Diamo ora un approccio alla questione della numigialzche € piu legato al punto di vista
informatico ed alla teoria dei linguaggi formali. tAle scopo introduciamo la nozione di

°Un modo piu diretto per provare chixN € numerabile € il seguente. Indichiamo ¢on
NxN - N la funzione definita dal porre(n,m) = 2'[(2M+1). Tale funzione & biettiva perché
ogni numero pud essere scomposto in uno ed un mwido come prodotto del tipo
2"[Rm+1).
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“parola”. Intuitivamente una parola € una successidi lettere dell’alfabeto come ad esempio
“cane”, “canne”, “cena”, “acne”, “accanne”. Da n@ahe due parole come “cane” e “cena”
che pur avendo le stesse lettere le hanno in posziliversa vengono considerate diverse.
Sono pure considerate diverse due parole come "“@l@anne” in cui le lettere coincidono
ma appaiono un numero diverso di volte. Inveceidsiemi sono considerati uguali se hanno
gli stessi elementi e quindi tutti gli insiemi {mee}, {c,a,n,n,e}, {c,e,n,a}, {a,c,n,e},
{a,c,c,a,n,n,e} coincidono. Per potere rappresentamodo insiemistico la nozione di parola
si usa la nozione di-pla che permette appunto di tenere conto di téiorfia(si veda anche

'appendice 1).

Definizione 1.Sia A un insieme finito (che chiamiamaifabetg. Allora gli elementi diA"
vengono anche dettparole di lunghezza mellalfabeto A. Inoltre indichiamo conA”
I'insieme O,onA" di tutte le possibile parole.

Usualmente si preferisce indicare una parola camnay(...a,) conay,ay,...an,. Ad esempio la
parola €,a,n,e) si scriveracane. Possiamo immaginare |'alfabetd come linsieme dei
caratteri che sono sulla tastiera di un computenreddparola come la sequenza di lettere che
compaiono sullo schermo quando si batte sullaetastiln particolare € possibile anche
considerare il “simbolo vuoto” che corrispondeaddiare uno spazio vuoto tra due lettere. In
guesto caso si chiama parola anche quella che agpema sequenza di parole separate da
spazi vuoti. Ad esempio gli appunti di questo lijpossono essere considerate una parola
nell'alfabeto che si ottiene usando i soliti caattdella tastiera piu un “carattere” per

denotare lo spazio vuoto.
Proposizione 2L'insiemeA” delle parole su un alfabeto finito & numerabile.

Dim. SeA € non vuoto e [IA allora la corrispondenziache associa ad ogniIN la parola
aaaa..a che si ottiene ripetendovolte la letteraa € ovviamente una funzione iniettiva Mi
in a. Quindi A" ha potenza maggiore o uguale del numerabile. Rirdangrovare ch&" ha
anche potenza minore o uguale al numerabile, cinécéssario trovare una codificaAdi
Esistono diversi modi per fare questo (cioé divemsidi per codificare un linguaggio). Ad
esempio Sigs, P2, ...l1a successione infinita di numeri primi scrittaoirine crescente. Inoltre
associamo ad ogni letteraAnun numero intero, cioé consideriamo una funziomettina c :

A - N. Allora possiamo associare ad ogni paaftB)a(2)..a(n) il numero p,"@Mp, @@
p."@™_Tale corrispondenza ¢ iniettiva (anche se noietsiva).
Un modo piu “informatico” di procedere & il segterSiac : A - {0,1}" una funzione

iniettiva che associa ad ogni elemeatQA una parola nell’alfabeto {0,1} e supponiamo che
tutte le parolec(a) abbiano la stessa lunghezza e che inizino c@ofsideriamo la funzione
che associa ad ogni parofaa,..a, in A" la parolac(a)c(ay)...c(a,) in {0,1}". Infine
interpretiamo tale parola come un numero scrittbase 2. In tale modo abbiamo definito una
funzione iniettiva diA™ in N. Ad esempio supponiamo che il nostro alfabeto siaddalle sole
guattro letterea, e, ¢, a. Allora possiamo porre(a) = 1111,c(e) = 1110,c(c) = 1000,c(n) =
1010. In questo modo associamo ad una parola caar@e” il numeroc(c)c(a)c(n)c(e) =
1000111110101110 scritto in base 2.

La tecnica che ora abbiamo utilizzato per dimostiar proposizione corrisponde al modo
concreto di utilizzo dei computer. Infatti quandopseme un tasto della tastiera I'impulso
inviato al computer & proprio una sequenza di @.efopo avere scritto un documento (un
romanzo una poesia od altro), nella memoria del prder € immagazzinata una serie
lunghissima di O e di 1 corrispondente alle letemette (ma anche agli spazi vuoti).
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Corollario 3 L’insieme dei possibili romanzi € numerabile. ISieme delle possibili poesie
numerabile. L’insieme dei possibili programmi di Ulinguaggio di programmazione
numerabile.

e
e

Dalla proposizione 2 segue il seguente criterioveeificare che un insieme e numerabile.

CRITERIO DELLA DESCRIVIBILITA'. Sia X un insieme i cui elementi siano
“descrivibili” in un linguaggio formale. Allor& € enumerabile (cioé finito o numerabile).

Naturalmente per essere piu precisi si dovrebbeifsggre che si intende per “descrizione”.
Tale criterio vale in quanto qualunque cosa sindée per “descrizione” deve potersi
identificare con una sequenza di lettere dell’atabe di spazi vuoti cioe con un elemento di
A". Consideriamo la funzione che associa ad ognieiéminX la sua descrizione iA’. Si
ottiene una funzione & in un insieme numerabile e questo provaXeenumerabile.

Ad esempio applicando tale criterio possiamo dinamstla seguente proposizione.

Proposizione 4. L'insieme®s(N) delle parti finite diN € numerabile.

Dim. Basta osservare che ogni insieme finito di nunmggri puo essere descritto al modo

seguente Hi,...Np} cioé pud essere descritto usando un linguaggibatiabeto costituito

dalle due parentesi {, }, dalle cifre 0,1, 2, 3546, 7, 8, 9 e dalla virgola. Allora, ad esempio,

all'insieme finito {3,2,5,17} corrisponde un numecbe e il numero immagazzinato, sotto la

forma di una sequenza di 0 e di 1, nel mio compyi@ndo ho scritto la parola {3,2,5,17}.
Usualmente tale proposizione viene dimostrata iderendo un procedimento che

consiste, dato un sottoinsieme finkali N

1) nell'ordinare gli elementi & in un ordine crescentl) <a(2) <...<a(n)

2) nell'associare ax il numerop(1)*Yp(2)*1.[p(n)*™

dovep(1), p(2),...p(n) sono i primin numeri primi. Ad esempio all'insieme {4,2,8} assooo

il numero 23*B2. In tale modo si definisce una funzione iniettili&@;(N) in N e cid mostra

che la potenza dPi(N) € minore di quella dN. D'altra parte la funzione che ad ogniN

associa l'insieme finitorf € una funzione iniettiva dN in P¢N) e cio0 mostra che la potenza

di N e minore di quella dP(N). 0

E’ possibile anche ridimostrare in modo piu senglkidcune delle proposizioni provate nel
paragrafo precedente.

Proposizione 5.L'insieme Z dei numeri relativi € numerabile. L'insient@ dei razionali &
numerabile. L'insieme delle-ple di numeri razionali € numerabile.

Dim. Basta osservare che l'usuale rappresentaziobasa 10 permette di rappresentare gli
interi relativi in un linguaggio il cui alfabeto osiste nelle cifre 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 e nei
simboli +,-. Inoltre se a tale alfabeto si aggiurigearattere /, allora possiamo rappresentare
anche tutti i razionali. Infine per rappresentamesieme di tutte le possibiln-ple di numeri
razionali € sufficiente aggiungere le parentesi(Ja virgola.

Ricordiamo che un numero reale si dadgebricose € radice di un polinomio a coefficienti
razionali. Poiché ogni polinomio a coefficienti i@zali si puo ridurre ad un polinomio
equivalente a coefficienti interi, possiamo deBnmn numero algebrico anche come un



pag. 64 Capitolo 3: Credere nell'infinito G. Gerla

numero che sia radice di un polinomio a coeffidiéenteri. Ad esempio/5 & un numero
algebrico perché & soluzione dell’equaziafh® = 0. E’ algebrico anche un numero razionale
p/q qualunque perché é soluzione dell’equazige = O.

Proposizione 6.L’insieme Al dei numeri reali algebrici € numerabile. L'insierdelle
funzioni computabili tramite un linguaggio di pragnmazione € numerabile.

Dim. SiaPol I'insieme dei polinomi a coefficienti interi. Talasieme essendo un insieme di

parole su di un linguaggio finito € numerabile. €ideriamo una corrispondenka Al - Pol

che associa ad ogni numero algebrico uno dei poiireo coefficienti interi di cui & radice.
Questa corrispondenza, che non € in generaleivaigit quanto due numeri diversi possono
essere radici dello stesso polinomio, mostra cheatdinalitd diAl € minore o uguale alla
cardinalita diPol. Quindi Al ha potenza minore o uguale al numerabile. Pitigas®ente,
poichéAl contiene tutti i razionali siamo sicuri cA¢e numerabile.

7. La potenza del continuo

Cantor era giunto ad un punto morto: aveva condttor? edN ed aveva visto che avevano lo
stesso numero di elementi, aveva confron@atm N ed era arrivato alla stessa conclusione.
E se tutti gli insiemi infiniti fossero numerabitiioé se tutti gli insiemi infiniti avessero lo
stesso humero di elementi?

In tale caso una teoria che si occupa delle grameddegli insiemi infiniti si ridurrebbe a ben
poca cosa perché avremmo da un lato gli insierti,fai diverse grandezze, e dall'altra tutti i
rimanenti insiemi tutti della stessa grandezzanitdi D'altra parte e questo il convincimento
di Galileo che afferma.

lo non veggo che ad altra decisione si possa pameche a dire, infiniti essere tutti i
numeri, infiniti i quaderati, infinite le lor radigine' la moltitudine dei quadrati essere
minore di quella di tutti i numeri, ne' questa magg di quella, ed in ultima
conclusione, gli attributi di eguale, maggiore enarie non aver luogo negli infiniti,
ma solo nelle quantita terminate.

Ma il merito di Cantor non fu solo di avere il cgggo di negare validita all'assioma euclideo
"il tutto € maggiore della parte" e di accettaesistenza dell'infinito attuale. Egli riusci a

trovare due insiemi infiniti di diversa grandezpegcisamente riusci a provare che l'insieme
dei numeri reali R ha potenza maggiore di quelld diche quindi esistono almeno due ordini
di infinito. Cominciamo con il dimostrare la nonmarabilita dell'intervallo aperto (0,1).

Proposizione 1L'insieme (0,1) non & numerabile (e piu grands)di

Dim. Supponiamo per assurdbe esista una funzione biettivaN - (0,1). Come € noto ogni

numerof(n) della succession§1), f(2), ... pud essere rappresentato con una espansione
decimale e cio consente di costruire una tabelléipte

f(1) = 0.r(1,2)r(1,2)r(1,3) . . .
f(2) = 0.r(2,1)r(2,2)r(2,3) . . .
f(3) = 0.r(3,1)r(3,2)r(3,3). . .

1.“(.nj= 0.r(n,1)r(n,2)r(n,3) .. r(n,n) . ..
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dover(n,i) rappresenta la cifra di post@simo della espansione decimald(d). Si noti che,
stante il significato del periodo 9, uno stesso ewmpuo essere indicato con espansioni
diverse, ad esempio 0.2999... coincide con il ne@e3000... . Supporremo di rappresentare i
numeri sempre senza il periodo nove in modo charespni diverse rappresentino sempre
numeri diversi. Ci proponiamo ora di costruire wmero reale = 0c; C,Cs... appartenente a
(0,1) che sia diverso da tutti gli elementi dellecessiond(1), f(2)... . A tale scopo basta
prenderec; diverso da(1,1),c, diverso da(2,2) e, piu in generale, diverso da(n,n). Ad
esempio possiamo porre

1 sgnn)#1
Ch=
2 sgn,n)=1.
Per come e stato costruito il numearonon puo coincidere con nessun num&rg, in
contrasto con l'ipotesi per ctig suriettiva. O

Problema. Dire perché il numero definito all'interno della dimostrazione della pogizione
1 non coincide cof(5).

Proposizione 2.Tutti gli intervalli aperti sono equipotenti trarb. Tutti gli intervalli chiusi
sono equipotenti tra loro.

A
Dim. Dati gli intervalli aperti &,b) e (,d), consideriamo ¢
la retta passante per il punto di coordinaie)(e (,d).
Tale retta € il grafico della funzione

b
d-b
f(x) = (x-a)+b
c-a >
E' immediato che tale funzione & una corrispondenza a

biettiva tra 4,c) e e b,d).
La stessa funzionfepuo essere vista come una corrispondenza bigtéia,c] e [b,d].

Proposizione 3.SeS e infinito edA e finito o numerabile allor& edSJA sono equipotenti.

Dim. Abbiamo gia dimostrato un teorema analogo nel tasmwi S sia humerabile. Con un
piccolo adattamento la stessa dimostrazione puwgresstesa al caso di un qualunque insieme
infinito S Infatti essendd infinito la potenza diS e maggiore o uguale al numerabile.
Pertanto esiste una funzione iniettivaN - S SiaA = {a,,...an}, allora possiamo definire la
corrispondenzé : ST1A - Sponendo

h(ag) = (1), h(az) =f(2), ..., h(an) =f(n)

h(f(i)) = f(i+n)

h(x) =x  sexnon appartiene &@N) e non appartiene a&l
In altri termini si“spostano in avanti di n passigli elementi della successiof(@) e nei posti
che si sono liberatsi collocano” gli elementi diA. E' immediato ché € iniettiva e suriettiva
e che quindBJA é equipotente af

Nel casoA numerabile, supponiamo clge N - A sia una funzione enumeramieAllora
possiamo definiré al modo seguente:
h(g(n)) = f(2n)
h(f(n)) = f(2n+1)
h(x) = x sex non appartiene adN) e non appartieneg{N).
In altri termini si sposta ciascun elemefff) in f(2n+1) e si liberano gli elementi di posto
pari della successione. Si utilizzano i posti ldieper inserire gli elementi @&.
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Esercizio. Dare un esempio di funzione biettiva tra I'insieRéei numeri reali e I'insieme
{a,b,c} OR.

Corollario 4. Tutti gli intervalli (aperti o chiusi) sono equii@nti tra loro.

Dim. Ogni intervallo apertoahb) e' infinito, pertanto poichéalb] = (a,b)(l{a,b}, per la
proposizione precedenta,lf) &€ equipotente alb]. O

Esempio: Supponiamo di volere costruire una corrispondemzettiva f tra [0,1] e (0,1).
Allora basta

- fissare una qualunque funzione iniettivaN— (0,1) ad esempio la funziomén) = 1/(n+1)
- definiref : [0,1] - (0,1) ponendo

f(0) = h(1) = 1/2

f(1) =h(2) =1/3

f(1/(n+1)) =h(n+2) =1/(n+3)

f(x) =x sex# 1.

Il paradosso delle ruote concentricheTorniamo al paradosso di Galileo sulle ruote
concentriche

A B

C D

in cui sono coinvolte le due lin@ead s su cui scorrono i punf e C delle due circonferenze.

E’ vero che possiamo considerare la corrispondertea associa ad ogni punto della
circonferenza della ruota piccola il punto del segtn AB che viene toccato in un dato
istante. Tale corrispondenza € iniettiva perché plugi diversi della ruota toccheranno due
punti diversi del segmento. E’ anche suriettivguranto ogni punto del segmento sara toccato
in un dato istante. Tuttavia I'esistenza di talerispondenza mostra che la circonferenza
piccola e equipotente al segmeAtB e non che ha la sua stessa lunghezza. Equivalemieme
le due circonferenze sono equipotenti tra loro, €@@movvio, ma questo non vuol dire che
abbiano la stessa lunghezza.

Problema. Provare il corollario 4 osservando che ogni intbkovaperto € contenuto in un
intervallo chiuso ed ogni intervallo chiuso é conti® in un intervallo aperto. Pertanto ....

Per quanto riguarda l'insienRedei numeri reali, vale la seguente proposizione.
Proposizione 5. L'insiemeR dei numeri reali € equipotente all'intervallo dapgrl,1).

Dim. La funzionef(x) = X/(x*-1) porta lintervallo (-1,+1) nell'insiem® dei numeri reali in
modo biettivo (studiare il grafico della funzionerpendersene conto). 0
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Definizione 6.Diciamo che un insieme hap@tenza del continuse € equipotente &l

Naturalmente tutti gli intervalli, che siano apertthiusi, hanno la potenza del continuo. Tutte
le circonferenze hanno la potenza del continuosé \da.

8. Superare la potenza del continuo

Abbiamo visto chdr € un insieme la cui cardinalita & piu grande dilgudi N. Si pone allora
il problema di vedere se esistono insiemi che atab@ardinalita piu grande di quella Hi.
L’'impresa non e semplice come mostrano le segdemetiproposizioni.

Proposizione 1. L'insieme P(N) & equipotente allinsieme {0,Y}che a sua volta &
equipotente all'insieme (0,1). Pertaf(N) ha la potenza del continuo.

Dim. Proviamo prima che {0,1} & equipotente a (0,1) e quindi ha la potenza detfimuo.
Infatti possiamo associare ad ogni elemento N-{0,1} di {0,1}" il numero reale
0.c(1)c(2)... . Una tale corrispondenza é iniet{mache se non e suriettiva) e dimostra che la
potenza di {0,1} & minore della potenza di (0,1). Viceversa, ccersigno la corrispondenza
che ad ogni numero reale 0.c(1)c(2)..., che sugpomiscritto in base due e senza il periodo
1, associa la successiose: N - {0,1} in cui ¢(n) e I'ennesima cifra binaria. Una tale
corrispondenza & iniettiva e cid prova che la praati (0,1) & minore della potenza di {01}

In conclusione {0,1} & equipotente a (0,1) e quindi ha la potenza dwimoo.
Per provare ch®(N) & equipotente a {0,1} consideriamo la funzionkl : P(N) -

{0,1}™ che associa ad ogni sottoinsieMeli N la sua funzione caratteristica : N - {0,1}
definita dal porre:

1 selX
cx(X) :{

0 altrimenti.

Proposizione 2.L'insiemeN" delle funzioni diN in N ha la potenza del continuo.

Dim. Sappiamo chédxN e numerabile e quindi che(NxN) ha la potenza del continuo.
D'altra parteN" O P(NxN) in quanto ogni funzione dil in N, in quanto relazione binaria, &
un sottoinsieme dNxN. Cid prova che la potenza 8" & minore o uguale a quella del
continuo. D’altra parte {0,T} & un sottoinsieme diN" e quindiN" ha potenza maggiore o

uguale al continuo.

Ora tutti gli insiemi di cui abbiamo parlato final @ra sono del tipo "lineare" ed abbiamo
visto che tutti hanno la potenza del continuo. &llaella nostra ricerca di insiemi piu grandi
appare naturale rivolgerci ad insiemi di dimensianaggiore, ad esempio ai quadrati.
Ebbene, una scoperta sconcertante dei matematiteraporanei a Cantor fu che anche
I'insieme dei punti interni ad un quadrato ha leepea del continuo !

Teorema 3.L'insieme dei punti interni ad un quadrato € eqtépte all'insieme dei punti
interni ad un suo lato. Pertanto tale insieme h@otanza del continuo.

Dim. In termini analitici dobbiamo provare che (3,#) equipotente a (0,1). Supponiamo di
rappresentare i numeri reali nella forma dell'espare decimale. Inoltre, per ottenere che ad
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espansioni decimali diverse corrispondano numeali reliversi supponiamo di non
rappresentare mai i numeri con periodo nove. Adnesge scriveremo 0.40000... al posto di
0.3999... Consideriamo la corrispondenza che assatiogni coppiax(y)d(0,1¥ il numero
f(x,y)[J(0,1) ottenuto ponendf{X,y)=0.xX1y1Xoy2X3ys... avendo supposto chxeOxixoXs. . . €
y=0y1y2ys .

Tale corrispondenza € iniettiva e cido prova chpdtenza di un quadrato € minore di quella
del suo lato. D'altra parte la corrispondenza dso@a ad ognk[1(0,1) la coppiax,1/2) e
una funzione iniettiva di (0,1) in (04 quindi la potenza di (0,1) & minore di quell&GJiY.
Pert)gnto per il teorema di Cantor-Bernstein possiaoncludere che (0,1) & equipotente a
(0,1Y. O

Nota. Si osservi che la funzioné non € suriettiva poiché, ad esempio, il numero
0.19191919... dovrebbe avere come immagine invarsappia 0.11111.... e 0.9999... ma tale
coppia non rappresenta un punto interno al quadrato

Questo risultato ai tempi di Cantor appariva stapefite perché stabiliva l'uguaglianza delle
grandezze di due enti geometrici di differente disiene. Un modo diverso per convincersi
della possibilitd di mettere in corrispondenza ngpuwi una retta ed i punti interni ad un

guadrato, € dato dalla considerazione di curveicmdeiti. Una delle curve piu famose che

progressivamente “riempie” il quadrato € la curv@dano che si ottiene come limite di una
successione di curve definita per ricorsione.

nE=ar=:1n

BT T

il i

. AL 2L 1

sl B

......... _| L T Kl I__.i

Lro L

| ke - - | “:J v = h-‘J L._.--I
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La curva di Peano & una funzione continua di (lhi(D,1f. D'altra parte, stante la diversa
dimensione di (0,1) e (0Anon esiste nessuna funzione bicontinua (contimertibile e
tale che la sua inversa sia continua) tra (0,0 B

Problema. Dimostrare che un cubo nello spazio ha la poteletaontinuo.

Teorema 4.L'insieme dei punti del piano ha la potenza deitiomo. L’insieme dei punti
dello spazio ha la potenza del continuo.

Dim. PoichéR & equipotente a (0,1RxR €& equipotente a (0,4(0,1). D'altra parte abbiamo
gia dimostrato che tale insieme e equipotenteld @quindi ha la potenza del continuo.
In modo analogo si dimostra che I'insieme dei pdetio spazio ha la potenza del continuo.

Problema. L’insieme dei triangoli del piano ha potenza maggio uguale al continuo ?
Problema. L’insieme dei cerchi del piano ha potenza maggoouguale al continuo ?

Esercizio. Dimostrare che due circonferenze sono equipofema dimostrazione analitica si

ottiene col considerare le equazioni parametrith®a dimostrazione geometrica si ottiene
provando l'equipotenza per circonferenze concdrdrie poi utilizzando traslazioni per
estendere il risultato ad una qualunque coppiacferenze).
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Proposizione 5.L’insieme dei numeri complessi ha la potenza detiauo.

Dim. Basta ricordare che un numero complessy € caratterizzato dalla sua parte reake
dalla sua parte complesgecioé da una coppix,§) di numeri reali.

Abbiamo mostrato fino ad ora I'esistenza di tredipnsiemi:
- quelli finiti,
- quelli numerabili
- quelli aventi la potenza del continuo.
Ancora una volta sembra difficile trovare qualclesadi piu grande del continuo. Il seguente
teorema, dovuto a Cantor, mostra che:
dato un insiem& esiste sempre un insieme piu grands. di

Teorema 6.(Teorema di Cantor) Dato un insier8erisulta cheP(S) ha potenza strettamente
maggiore di quella db. In particolareP(R) ha potenza strettamente maggior&di

Dim. Supponiamo per assurdo che esista una funziotivaiedi Sin P(S) e consideriamo
l'insiemeT = {xOS | x[0f(x)}. Siccomef e suriettiva esister@g1Stale chef(x,) =T. Allora:

- sex, [ T avremox, Vverifica la proprieta caratteristica ie quindix,[Jf(X,) e pertanto,IT

- sex T allorax, non verifica la proprieta caratteristicalde quindix,[If(x,) € X,[T.

Si perviene pertanto all'equivalenzalT = x0T che é assurda in quanto afferma che una
asserzione coincide con la sua negata. 0

In definitiva se indichiamo con un insieme finito con un numerodi elementi, abbiamo
visto che esiste una successione

1,2,3,4,5,.N,P(N), P(P(N)), . ..

di insiemi che e crescente rispetto alla relazdirfavere potenza minore di”.

9. Numeri che non possono essere definiti e funziache non possono essere computate
Una semplice ma sorprendente conseguenza deldfagt® non € numerabile e il seguente
teorema.

Teorema 1.Comunque si fissi un linguaggio, esisteranno sermginiti numeri reali che non
possono essere in nessun modo descritti in tajadiggio. Precisamente I'insieme dei numeri
reali che non sono descrivibili ha potenza maggi@ienumerabile.

Dim. Basta osservare che se si fissa un alfabeto falitwa I'insiemeD dei numeri reali
descrivibili con parole in tale alfabeto ha la pai& del numerabile. Se I'insiented dei
numeri indescrivibili avesse la potenza del numié&adloraR = DUInd sarebbe numerabile
mentre sappiamo che non lo e.

Un discorso simile puo essere fatto per i numasdendenti dove chiamianrascendent&n
numero reale che non sia algebrico.

Teorema 2.Esistono infiniti numeri trascendenti. Infattind§ieme dei numeri trascendenti ha
la potenza maggiore del numerabile.

Dim. Abbiamo gia provato che linsiemAl dei numeri algebrici € numerabile. Se
indichiamo conTrasc I'insieme dei numeri trascendenti, alloRa= AldTrasc Pertanto se
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Trascfosse numerabile avremmo cReavrebbe la potenza del numerabile in contrasto con
guanto provato nel paragrafo precedente.

Possiamo provare anche la seguente sorprendensegr@nza in ambito informatico dei
teoremi ora dimostrati.

Teorema 3.Esistono sottoinsienX di N talmente complicati che nessun computer potra mai
essere programmato in modo da dirci, dato un interse n appartiene aX oppure no
(insiemi indecidibili). Esistono funzioriidi N in N talmente complicate che nessun computer
sara mai in grado di computarle (funzioni non cotapili).

Dim. Chiamiamodecidibileun sottoinsiemeX di N per il quale esista un programma, scritto
in un qualunque linguaggio di programmazione pselig, in grado di dirci se appartiene ad

X oppure no. Ad esempio tutti gli insiemi finiti sodecidibili. L'insieme dei numeri primi &
decidibile (non e difficile scrivere un programmepace di verificare se un numero € primo
oppure no). Allora possiamo associare ad ogni nmsielecidibile uno dei programmi che
abbiamo supposto esistere (ad esempio il piu coMa)un programma non e altro che una
parola in un alfabeto finito e quindi I'insieme d@ogrammi € numerabile. Quindi la classe
dei sottoinsiemi decidibile ha potenza uguale aherabile. In conclusione la classe degli
insiemi indecidibili ha potenza maggiore del nurbdea

Una dimostrazione analoga viene fatta per le umzzomputabili.

10. Nuovi numeri: i numeri cardinali.
Come affermato dallo stesso Cantor, la nozionaidiaro cardinale nasce come

"concetto generale che, con l'aiuto della nostreelilgenza, risulta da un insieme M
guando noi facciamo astrazione dalla natura deiislementi e dall'ordine con cui
sono dati"

I modo migliore di formalizzare un tale processioadtrazione € quello di utilizzare la
nozione di equipotenza nella classe di tutti giemi e chiamare “numero cardinale” una
classe completa di equivalenza. Tuttavia come mstro nel capitolo 4, non é possibile
riferirsi alla classe di tutti gli insiemi perché@esto conduce ad una contraddiziofkora ci
riferiamo ad una class€ piu piccola che contenga solo tutti gli insiemi dieutilizzano
usualmente in matematical (N, Z, Q, R,...). Inoltre supponiamo anche cliesia chiusa
rispetto:

- al prendere un sottoinsieme

- all’unione,

- all'intersezione,

- al prodotto cartesiano

- alloperatore “insieme delle parti”

- alla operazione dk" di elevazione a potenza
Pertanto inC metteremo anchBxR, P(Q), ... In C consideriamo la relazione di preordine
“avere potenza minore o0 uguale a’. Dalla teoriaegale delle relazioni di preordine
sappiamo ches induce una relazione di equivalenza e che talazi@mhe coincide con
'equipotenza. Sappiamo anche emduce una relazione d’ordine nel quozieGts.

Definizione 1.Chiamiamoinsieme ordinato dei numeri cardindlinsieme ordinato /=, <
e chiamiamonumero cardinaleogni elemento diC/=, cioé ogni classe completa di
equivalenza.
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Allora un numero cardinale é una classe completmdivalenzaX]. Inoltre viene posto
[XI=[Y] = XsY.
Ad esempio, l'insieméN dei numeri naturali determina un cardina £he viene dettda
potenza del numerabiled indicato con/. L'insiemeR dei numeri reali definisce un altro
cardinale R] che viene dettda potenza del continud cardinali finiti sono le classi di
equivalenza individuate da un insieme finito. Acerapio avremo il cardinale §], il
cardinale [f, b}], il cardinale [{a,b,c}], ... Naturalmente il cardinale piu piccolo che
possiamo trovare &]]].
Un ulteriore passo € quello di introdurre opportoperazioni in C/=, ). Poiché vogliamo
estendere le operazioni di somma e di prodottondefin N, cerchiamo di individuare un
significato insiemistico per tali operazioni.

La moltiplicazione. La prima operazione € la moltiplicazione di cartlinhe viene suggerita
dall'osservazione per cui il prodotto cartesianodde insiemi finiti conn ed m elementi,
rispettivamente, haa/m elementi. A tale proposito possiamo osservare ithgrodotto
cartesiano € una operaziongdre che la equipotenza € una relazione di congruéspetto a
tale operazione.

Proposizione 21l prodotto cartesiano € una operazion€icompatibile core, cioe

X=X, Y'EY = (XXY = X'xY").
Pertanto induce nel quozien@= un’operazionex che chiamiamo dmoltiplicazione di
cardinali.

Esercizio. Provare che s¥ ha un numero finite di elementi ed¥ ha un numero finiton di
elementi, allor&XxY hanlth elementi. Si suggerisce di procedere per induzsoma

Proposizione 3.La moltiplicazione di cardinali &€ commutativa ed@sativa. Se denoto con
1 il cardinale [£}] definito dai singoletti, allora vale I'equaziongl = x e quindi 1 e
I'elemento neutro.Se denoto con 0 il cardinalel] definito dall’insieme vuoto allora risulta
chex© = 0.

Dim. Per provare ch&ll = x osserviamo che seef € un singoletto eX un insieme allora
Xx{ e} e equipotente a¥. Per provare chg0 = 0osserviamo ch&x[] =[1.

L’'addizione. La definizione di addizione di due cardinali e leggente piu complicata. La
via che sembra piu naturale sembrerebbe quellacdvare tale operazione dall’'unione
insiemistica. Infatti siamo abituati a pensare dheommare sia la stessa cosa di unire.
Purtroppo quando gli insiemi hanno intersezione woota le cose si complicano in quanto
tale operazione non risulta compatibile éorAd esempio se si pone

X={ab,c}, Y={1,2}, X ={d,ef}, Y’ ={d,e}
allora risulta cheX’=X, Y’=Y maXOY = {a,b,c,1,2} non é equipotenteXd@ Y '= {d,ef}. Per
risolvere un tale problema invece di effettuaraicune di due insiemi effettuiamo I'unione di
due copie di tali insiemi che siano sicuramentgidrge. Ad esempio possiamo considerare
invece che gli insiemX edY gli insiemi equipotentkx{0} = {( x,0) : xOX} e Yx{1} ={( y,1) :
yov}.

Definizione 4.Chiamiamaunione disgiuntali due insiemiX edY l'insieme
XOY = Xx{0} O Yx{1}.
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Per capire tale definizione € come se avessimoangss etichetta 0 agli elementiXlied una
etichetta diversa 1 agli elementidi Allora anche se dovesse capitare che tali insif@mno
gualche elemento in comune, dopo questo etichetti@no non puo piu avvenire.

Proposizione 5.L'operazionel] & compatibile corE. Pertanto induce nel quozier@é= una
operazione + che chiamiamoatidizione di cardinali

L’'operazione di addizione € commutativa ed assiweiaBi noti che vale I'equaziong-0 =X,
cioe che 0 e elemento neutro rispetto a +. In dafy detto € un qualunque singoletto,
abbiamo provato che é una congruenza nella struttura algebrica X, O, 0 ,{€}). E’
possibile allora dare la seguente definizione.

Definizione 6.Chiamiamoalgebra dei numeri cardinala struttura algebricad(=, x, +, 0,1)
che si ottiene come quoziente della struttu@a X, O, 0,{e}) modulo la relazione di
equipotenza.

Proposizione 7.L’algebra dei numeri cardinalid{=, x, +, 0,1) € una estensione dell’'usuale
algebra dei numeri natural(x, +, 0, 1).

Dim. Indichiamo corF la classe di tutti i cardinali finiti e cos. F — F 'operazione ottenuta
ponendos([X]) = s([X])+1, cioe X{e}] = S([X]) dove x &€ un qualunque elemento non
appartenente a¥. Allora la struttura F,s,0) € una terna di Peano in cui I'addizione e la
moltiplicazione coincidono con quelle di addizianenoltiplicazione di cardinali che abbiamo
ora definito.

Per le operazioni tra cardinali valgono proprieité i discostano da quelle dell’aritmetica
usuale. Ad esempio €&, = [N] denota il cardinale del numerabile, allora rischa:

- [Jo+[Jo = [Jp (in quanto I'unione di due insiemi numerabili & arecun insieme numerabile)
- [Jox[Jo = [Jp (in quanto il prodotto cartesiano di due insiemmauabili € un insieme
numerabile)
- [Jotn = [Jy (poiché l'unione di un insieme infinito con unsieame finito non altera la
cardinalita)

Nella classe dei cardinali & possibile introduamche I'operazione di elevazione a
potenza. Ricordiamo che, dati due insi¢tedY, la potenzaX" si definisce come I'insieme di
tutte le funzioni diY in X. Questa operazione é una estensione del prodatis@no poiché
Y & I' insieme finito {1,2,...n} allora X" coincide con il prodotto cartesianoXlper se stesso
n volte, cioé con linsieme della-ple di elementi diX. Possiamo allora aggiungere alla
struttura C, %, 0, [,{€}) questa nuova operazione. Non e difficile veafie che I'elevazione
a potenza e compatibile con la relazione di eqeizd e che quindi induce nel quoziente una
nuova operazione che continuiamo a chianetreazione a potenza

Definizione 8.Dati due cardinaliX] ed [Y] la potenzaX]" & definita ponendo

XM = (X1

Si noti che s& edY sono finiti di cardinalitin edmallora inX" ci sonon™ elementi. Pertanto
I'operazione di elevazione a potenza per cardiestiende quella gia nota per i cardinali finiti.
Se si utilizza la notazione esponenziale allorealalinalitaP(S) pud essere indicata coff2
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In particolare la potenza del continuo puo essedicata con 2 Il teorema di Cantor si
esprime allora dicendo che:

Teorema di Cantor. Per ogni cardinalg, x < 2°.
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11. Nuovi numeri: i numeri ordinali.

| numeri naturali possono essere utilizzati in cheai diversi. Il primo e quello di misurare la
quantita di elementi di un insieme, il secondo ellgudi stabilire un ordine tra gli oggetti di
un insieme. Ad esempio il numero 5 puo rappresentarumero di caramelle che sono su di
un tavolo. Oppure puo rappresentare la posizionenanfila di attesa di un certo insieme di
persone. Per rendersi conto della differenza baetisare che in una lista di attesa si
potrebbero benissimo utilizzare le lettere deldbltoa, b, ... nell'ordine usualee quindi
utilizzare la lettera per indicare la posizione 5.

Quando si utilizza un numero per denotare una daasitparla dinumero cardinalequando

si utilizza per indicare una posizione all'interdo un ordinamento allora si parla di un
numero ordinaleIn italiano quando si parla di “primo”, “seconda’, in realta si stanno
utilizzando numeri ordinali.

Volendo definire una teoria degli ordinali dobb@mmispirarci all’ordinamento
dell'insieme dei numeri naturali. Abbiamo visto selcondo capitolo che tale ordinamento e
un buon ordinamento e che questo fatto permettdindostrare il principio di induzione
transfinita. Sembra allora naturale riferirsi sa@gli insiemi ben ordinati. Ricordiamo la
definizione di insieme ben ordinato.

Definizione 1.Una relazione di ordin€SK) e detta dbuon ordinamentge ogni sottoinsieme
non vuoto diSammette minimo.

Abbiamo gia osservato che 'ordine e un buon ordine. Per dare un esempio di relazione
d’ordine che non e di buon ordine basta considamaestruttura del tipd®(S),0). Infatti vale
la seguente proposizione.

Proposizione 2.0gni insieme ben ordinato ha un elemento minimoltia ogni relazione di
buon ordine € una relazione d’ordine totale.

Dim. La prima parte della proposizione e owvvia. Per grevche lordine e totale
consideriamo due elementiedy. Allora poiché I'insiemeX = {x,y} per ipotesi e dotato di
minimo e questo minimo oxoppurey. Nel primo caso risulteriy, nel secondo cas&x.

In generale I'elemento minimo di un insieme benratb si denota con 0.

Invece I'ordine che usualmente si definisce nediémeZ degli interi relativi non € un buon
ordine. Infatti 'insieme dei numeri negativi nomanette minimo. Per lo stesso motivo anche
I'ordine definito usualmente i (ed inR) non € un buon ordine. Anche se ci restringiamo al
solo insiemeQ’ = {xQ : x>0} dei numeri razionali non negativi 'ordinamematurale non

& un buon ordinamento. Infatti il sottoinsiemen{1/n0ON} di Q" non ammette minimo (pur
ammettendo 0 come estremo inferiore).

Niente esclude peraltro chened inQ possano essere definiti dei buon ordinamenti. tinfat
vale la seguente proposizione.

Proposizione 3.In ogni insieme numerabile e possibile definire lmon ordinamento
isomorfd® a quello dei numeri naturali.

19 Ricordiamo che un isomorfismo tra due struttudirate S<) e (S'.<’) & una funzione biettiva tale chay se e solo
sef(x) <'f(y).
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Dim. Supponiamo ch& sia numerabile, allora esiste una funzione bieftivid -~ XeZ

puo essere visto come l'insieme degli elementiadaliccessionil), f(2), . . .Definiamo inZ
la relazione<’ ponendo

f(n)<'f(m < n<m'
Allora e evidente cheX<’) e una struttura relazionale isomorfa ad<) e chef € un
isomorfismo tra tali strutture. Ne segue eheé una relazione di buon ordineXn

Ad esempio, supponiamo di aver deciso di enumegiargementi diZ iniziando da 0 e poi
alternando i negativi con i positivi
0,-1,+1,-2,+2, ...
Avremo in corrispondenza un buon ordinamento raggreato al modo seguente:
0<-1<+1<-2<+2. ..
E’ interessante osservare chezie possibile definire anche un buon ordinamentorare e
isomorfo a quello dN. Infatti basta ordinare gli elementi diponendo prima tutti i negativi e
poi tuttij positivi al modg seguente:
-1<-2<-3<...<0<1<2<3...
Una tale relazione d’ordine, come vedremo, e quidldiordinale w +w. Vogliamo provare
che non puo esistere un isomorfisfrih N in tale ordinamento. Infatti siun intero tale che
f(n) = 0, allora poiché-1<n etran-1 edn non esistono elementi, allof@-1) <f(n) e traf(n-
1) edf(n) non potrebbero esistere elementi.
Un discorso simile pud essere fatto anche pesiémeQ” dei razionali positivi che abbiamo
gia dimostrato essere numerabile. Basta vederd¢rdéegia di enumerazione che abbiamo
utilizzata quando abbiamo enumergtoed ottenere I'ordinamento definito ponendo
0<1<1/2<2/1<1/3<3/1<1/4<4/1<2/3R% ...
Non é difficile trovare anche un buon ordinamentr @ intrecciando opportunamente
razionali positivi e negativi.
Piu complesso il discorso pB Infatti la dimostrazione di esistenza di un bwodine inR
coinvolge I'assioma della scelta.

Principio di induzione transfinita. Diciamo che in un insieme ordinat&<) vale il
principio di induzione transfinitae, per ogni propriefd definita inS, dalla asserzione

i) seP vale per ognk<y alloraP vale pery

segue che

i) Pvale per ognk[S.

Con lo stesso tipo di dimostrazione che abbiamo pat provare che una terna di Peano vale
il principio di induzione transfinita, possiamo pave che:

Proposizione 4.In ogni insieme ben ordinato vale il principio dduzione transfinita.

Dim. SiaS’ = {x[JS: x non verificaP}. Allora se tale insiemi non fosse vuoto avrebbe u
minimo elementom. Allora, in quanto non appartenenti ad S’, tutli glementi y<x
verificherebbero la propriefa Cio, perii) comporta I'assurdo per cmiverifica P.

Per definire una teoria generale dei numeri ordinériamoci ancora una volta alla classe
che ci ha permesso di costruire i numeri cardieglindichiamo co® la classe delle strutture
(S<) tali che:

1n altre parole, una volta fissata una strategiandimerazione degli elementiXidiciamo che un
elementax &€ minore di un elementpse in tale enumerazione in un certo sersviene prima” diy.
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- g1C
- < e unbuon ordinamento
Inoltre indichiamo corE la relazione irC di isomorfismo tra strutture ordinate.

Definizione 5.Chiamiamonumero ordinaleogni elemento dD/=, cioe ogni classe completa
di equivalenza.

Allora, ad esempio, I'insieme ordinatdl,€) dei numeri naturali determina un ordinahd [
che viene denotato can | numeri ordinali finiti sono le classi di equleaza individuate da
unsegmentdo0,1,2,...n} di interi.

Introduciamo ora opportune operazionidnPer prima cosa definiamo il prodotto di due
insiemi ordinati §,<1) e (5,<,). Si tratta di definire un ordinamento nell'insie® xS, e per
fare questo ci ispiriamo all'ordinamento che usuwaite viene utilizzato in un vocabolario o
in un elenco telefonico. Infatti, 'ordinamento aseia, b, c ... delle lettere dell’alfabeto viene
esteso all'insieme di tutte le parole che si possstrivere in tale alfabeto confrontando la
prima lettera, poi, nel caso che la prima lettevmada, confrontando la seconda e cosi via.
Ad esempio la parol@la, aria, cane, casgaranno ordinate al modo seguente:

ala <aria < cane<case

Definizione 5.Dati due insiemi ordinati §,<1) e (,<2), poniamo
(Sl!sl)x(SZlSZ) = (S]_XSZ,S)
dove< viene definito ponendo
(XY (XY) = X<1x’ oppurex =X’ ey<y'.

Se ad esempio avessimo gli insiemi ordinati {03},2,{0,1,2}, allora nel prodotto cartesiano
avremmo l'ordinamento seguente

(0,00<(0,1)<(0,2)<(1,00<(1,D)<(1,2) < (299(2,1) < (2,2) < (3,00 <(3,1) < (3,2).
Se rappresentiamo tali coppie in una matrice

(0,0) (0,1) (0,2)

0,1) (1,1) (1,2)

(0,2) (2,1) (2,1)

0,3) (3.1) (3,2)
allora I'ordinamento e quello che si ottiene legigeria matrice da sinistra a destra e poi
dall'alto al basso (come avviene usualmente ladatti un testo). Se volessimo moltiplicare
(N,<) per se stesso allora avremmo una matrice infinita

(0,0) (0,2) (0,2)...

0,1 (1,2) (1,2)...

0,2) (2,1) (2,1)...

0,3) (3,1) (3,2)...

allora I'ordinamento & ancora quello che si ottiteggendo la matrice da sinistra a destra e
poi dall’alto al bass®.

Proposizione 6.1l prodotto di due insiemi ben ordinati € un inseéefdnen ordinato. Inoltre
l'operazionex e compatibile con la relazione di isomorfismo.

Definiamo ora la somma di due insiemi ben ordiegtcome nel caso della somma di
cardinali, riferiamoci alla unione. L'idea € che damma di $,<1) e &,<.) € l'insieme
ordinato che si ottiene mettendo tutti gli elemehts, prima degli elementi db; e lasciando

12 Salvo il fatto che, per passare al rigo successavebbe necessaria una “pazienza infinita” !
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inalterato I'ordinamento dei due insie®ie S Ad esempio la somma degli insiemi ordinati
{1,2,3,4} e {a,b,c} sara I'insieme {1,2,3,4,b,c} ordinato al modo seguente:
1<2<3<4<a<b<ec
Purtroppo, come nel caso della somma di due cdrdsigoresenta il problema di rendere
disgiunti i due insiemi coinvolti prima di potereogedere. Ad esempio se dovessi definire la
somma diN con se stesso avrei dei problemi. Il trucco chgsaié allora rendere disgiunti gli
insiemi ordinati §.,<;) e (&,<2) senza alterarne la struttura d’ordine. Ad esemp® Si
osserva che {0} ed {1} sono insiemi ordinati, ahlopossiamo considerar&, &;)%{0} e

(S:52)%{1} al posto di G.<1) € &.=2).

Definizione 7.Dati due insiemi ordinati ,<o) e (5,<1), poniamo
(S:=0) + (S1.=0) = (SOSLS)
dove
(x,0) < (y,0) se e solo se<py
(x,1) < (y,1) se e solo sg<yy
(x,0) < (y,1) per ognk1S e yOIS,

Proposizione 8.La somma di due insiemi ben ordinati € un insierag brdinato. Inoltre
'operazione + &€ compatibile con la relazione dimsrfismo.

Si osservi che in maniera piu sintetica potremmuogxo = <;[0<,[15,xS,.

Proposizione 9.La relazione= € compatibile con le operazioni %, pertanto € una
congruenza della struttura algebrid@, ¢,x,1,e).

Nel seguito porremo 0 =] e 1 = [{e}] dove {€} € un qualunque insieme con un solo
elementce.

Definizione 10.Chiamiamoalgebra dei numeri ordinalia struttura algebrica ordinat@/E,
x, +, 0,1) che si ottiene come quoziente dellasratO, x, +, [1,{e}) modulo=.

Proposizione 11.L’algebra dei numeri ordinali € una estensione’usliale algebra dei
numeri naturalill ,x ,+,0 ,1).

Per le operazioni tra ordinali valgono proprietavedse da quelle delle operazioni tra
cardinali. Ad esempio s@denota il numero ordinal@], allora risulta che:

wrwz W

WXWE W

n+w= w

w+Nnzw

La definizione di una relazione d’ordine nell’iasie dei numeri ordinali presenta
gualche difficolta. Infatti se ponessimo, come serdbbe naturale,

(£,20) < (S1,51) = esiste una immersione & (<o) In (S1,<1),

allora la relazione indotta danell'insieme dei numeri ordinali non sarebbe diibamento
non verificando la proprieta asimmetrica. Infattnnvale per le strutture ordinate un analogo
del teorema di Cantor-Bernstein, e pu0 accadere(&8)sp) sia immerso in%,<;) ed §,,<1)
in ($,<0) senza cheg),<p) e (S1,<1) siano isomorfi. Allora siamo costretti a dareségguente
relazione d’ordine tra insiemi ben ordinati.
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Definizione 12.Indichiamo corx la relazione binaria i©® definita ponendo$,<p) < (S,51)
se &,<p) € isomorfo ad un segmento iniziale §j,£;) cioé se esistel] S, tale che &,<o) sia
isomorfo a ([O], <1).

Proposizione 13.Le relazione< e compatibile con la relazione di isomorfismo déndsce
nell'insieme degli ordinali una relazione d’orditcgale.
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NOTA: Il punto di partenza di molte nostre costruziaana i numeri naturali. Naturalmente
guesto non e un caso poiché il processo di coetgreello piu antico nella storia dell’'umanita
ed e presente in tutti i popoli ed in tutti i tempipartire dalla struttura algebrica Misiamo
passati all’anello dei numeri relativi, poi al camngei razionali, poi ai reali e poi ai numeri
complessi. Sempre a partire dalla struttura algakdi N, con 'introduzione del concetto di
numero cardinale abbiamo esteso i naturali allanatica dei transfiniti. Un’altra aspetto dei
numeri naturali consiste nella struttura d’ordiheumeri in questo caso servono per ordinare
gli elementi di un insieme e non per misurare largiga di elementi di un dato insieme.
Estendendo tale aspetto perveniamo alla nozionerero ordinale. Una via completamente
diversa e quella dell’analisi non-standard in cengono introdotti numeri infiniti € numeri
infinitesimi. Invece se invece di estendere il mdeodei numeri naturali ne facciamo un
guoziente (cioé applichiamo un processo di astr&gioarriviamo agli anelli degli interi
modulom. Possiamo rappresentare tale situazione tramiégiente grafico:

ANALISI
NON-STANDARD
(esistono numeri
infinitesimi ed infiniti)

L’ANELLO DEGLI
INTERI MODULO 6

< NUMERI NATURALI
442=0

v

NUMERI RAZIONALI
NUMERI REALI
NUMERI COMPLESSI

Ox* OX+xX £ X

NUMERI CARDINALI

wWrw=w
N+ W=w=wtn

NUMERI ORDINALI

N+ K=+ «tn
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APPENDICE
Cercare una dimostrazione del Teorema di Cantor Berstein

Esiste una dimostrazione non troppo complicata tdetema di Cantor-Bernstein che é
esposta in tutte le trattazioni elementari deltxitedegli insiemi. Il limite di tali esposizioni
e che non rendono lidea di come si sia potuto g@re ad “inventare” una tale
dimostrazione. D’altra parte questo modo di prooe@epresente in tutti i libri di matematica
in cui, dato un teorema, ci si limita quasi senmgrgrodurre una delle dimostrazioni gia note,
possibilmente la piu semplice e breve possibilsotmma in generale nei testi non si
considera la “dimostrazione” come qualcosa daam®na qualcosa gia trovata da altri e da
capire e ripetere.
In questa appendice tentero invece di affrontateatema di Cantor Bernstein come se non
ne esistesse ancora una dimostrazione e fosseo ramstipito trovarla. Ricordiamo che |l
problema, non facile, da affrontare € il seguente:

Dati due insiemi A e B supponiamo che A sia egaigetad una parte di B e che B sia
equipotente ad una parte di A, allora A e B sonaimotenti.

Il punto di partenza allora € che esistono due ibmazniettivef : A - Beg: B - A
Dobbiamo provare che esiste una funzione biettigaA in B. Sef fosse suriettiva potremmo
porre semplicementd = f. Se g fosse suriettiva potremmo inverti;ee porreh = g™. In
entrambi i casi il problema sarebbe risolto. Sujgmo pertanto chd e g non siano
suriettive. L'idea che potremmo allora utilizzaer gostruire una funzione biettiva A— B &
quella di:

- fare operare in alcuni casi la funziohe A-B (che é iniettiva ma non
suriettiva)

- in altri casi fare operare la funziomg' : A’ B, dove A’ = g(B), (che &
suriettiva inA’ ma non e ovunque definita).

In altri termini l'idea & che sia possibile trovane sottoinsiemeéd [0 A in modo che la
funzione

f(X) sex(ID
h(x) =
g'(x) sexOD

sia la funzione cercata. Si tratta ora di capimmeaovrebbe essere un tale insieme perché il
tutto funzioni e, naturalmente, cercare di dimastiche tale insieme esiste.

1. Per prima cosa, perché la definizione abbiacsegsi elementa [J D deve avere una anti-
immagineg™(x) e questo si ottiene solo se risulta
-D O g(B).
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2. Inoltre, perché la funziortesia iniettiva e sufficiente supporre che:
f(D)ng*(-D) = O.
Infatti, essendo si& che g™ iniettive in D e -D, rispettivamentela non iniettivita dih si
potrebbe realizzare solo se esistesge® ed y-D tali cheh(x) = f(X) = g(y) = h(y) e cio
comporterebbe chex) 0 f(D)ng™(-D).
3. Infine perché sia suriettiva deve accadere che
h(A) = f(D)Og*(-D) = B.

Riassumendo, dobbiamo trovare un sottoinsiBnag A tale che:

1) -DOg(B) 2) f(D)ng*(-D) =0 3) f(D)dg*(-D)=B
cioe tale che
1. DO-gB) ; 2.g%-D)=-f(D)

Dalla prima inclusione si ricava chg(B) O -D e quindi®® g(g*(-D)) = -Dng(B) = -D.
Pertanto, poiché dalla seconda equazigigé(-D)) = g(-f(D)) e passando al complemento, si

ricava che
D =-g(-f(D)). (1)
Viceversa, da (1) segue subito dhél -g(B) e cheg’(-D) = g*(g(-f(D))) = -f(D) e quindi le
due condizioni che vogliamo imporreDaequivalgono all’'unica condizione (1). In definitiva
indicando cork : P(A) - P(A) la funzione definita ponendo
K(X) =-9(-f(X)), (2)
dobbiamo provare che esiste un insiddniale che
D = k(D).
Siamo allora giunti al seguente punto :

la dimostrazione del teorema di Cantor-Bernsteinrisbnduce alla dimostrazione che
'equazione

K(X) =X (3)

ammette soluzione o, come si dice usualmentek albia unpunto fisso

Abbiamo ridotto un problema (dimostrare il teoremia Cantor-Bernstein) ad un altro
(esistenza di un punto fisso) con la speranza abstltimo sia piu semplice da risolvere. A
guesto punto dobbiamo andare a cercare in bibhatecesiste qualche buon teorema di punto
fisso. In Appendice vengono riportati alcuni teor@impunto fisso. Se ci riferiamo al teorema
1 e consideriamo come reticolo completo la claB§®) dei sottoinsiemi diA, allora
dobbiamo solo verificare chee monotona. D’altra parte la cosa € ovvia perclugescere di
X

- f(X) cresce

- quindi-f(X) decresce

- quindig(-f(X)) decresce

- quindi-g(-f(X)) cresce.

In conclusione, il teorema di Cantor-Bernstein @vpto.Inoltre se andiamo a vedere come si

prova tale teorema, sappiamo anche che possiargbese® uguale all'insiemeJ{X DA :
X 0 -g(-f(X))}.
Per trovare in modo piu “costruttivo” I'insiem® possiamo riferirci al teorema 2. In
guesto caso dobbiamo provare che
k(D niN Xn) =Unn k(xn) (4)
per ogni successione cresceg{on di sottoinsiemi dA. Cio é vero poiché

13 Sef & una funzione d in T edX & un sottoinsieme @alloraf *(f(X)) = X. Invece sé un sottoinsieme di allora
f(f (Y)) non coincide col. Infatti sey & un elemento d¥ di cui non & possibile fare I'anti-immagine in qt@mnon
appartiene af(T), alloray “scompare”quando si calcolgf “(Y)). In realta vale 'equazioriéf ™(Y)) = Ynf(9).
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k(UnawXn) = -9(-f(UnavXn)) = -9(-Unen f(Xn)) = -9(N e (%)
=N 9(-F(Xn)) = oo -9(-F(Xn)) = Do K(Xn).
dove l'uguaglianzag(Nnnn -f(Xn) = Nnen 9(-f(X)) € una conseguenza del fatto dhe
iniettiva. In definitiva e possibile calcolare unmo fisso dik calcolando gli elementi della

successiond(), K¥(O), . . . ,K'(D), ... e poi 'unionel» k(O). Questo significa che
dobbiamo calcolare le due successilaiAg, A;... €Byg, B1,B;... al modo seguente:

Ai=k(O) = -g(B) ; Bi=-f(Ay)
Ax= kk(O)) =-g(B1) ; Bx=-f(A)
A=K =-gB)  : Ba=-f(A).

e poi porreD = LA, .
Naturalmente & probabile che la strategia che afibiasposto in questa appendice per
giungere alla dimostrazione del teorema non ssadssa di Cantor Bernstein.

Nota: E’ poi tanto ovvio che valga il teorema di CanBe¥nstein ? 1o credo di no poiché se
si cambia la nozione di funzione non e detto chaticai a valere. Ad esempio potremmo
immaginare una comunita di matematici per cui $eléunzioni continue hanno il diritto di
chiamarsi “funzioni**. Per tali matematici il teorema di Cantor-Bernstdbvrebbe essere
riformulato sostituendo alla nozione di equipotergaella di omeomorfismoe quindi
enunciata al modo seguente.

Dati due spazi topologici A e B se A e omeomorfaraparte di B e B € omeomorfo ad una
parte di A allora A e B sono omeomorfi tra loro.

D’altra parte e facile mostrare con contro-eseniy@ tale teorema non vale. Ad esempio se
poniamoA = (-1,1) eB = [-1,1] alloraA € omeomorfo a se stesso e quindi ad una paBe di
Inoltre I'applicazionef(x) = x/2 € un omeomorfismo che pomBa= [-1,1] in [-1/2,1/2] che &
una parte propria di. D’altra parte € evidente cliee B non sono omeomorfi.

E’ possibile anche capire dove si blocca la dimasbne che abbiamo dato. Noi
otteniamo la funzione biettivh facendo lavorare in un insieni2 la funzionef e nel suo
complementoD la funzioneg™. In altri terminih & ottenuta incollando due funzioni. Seg
sono omeomorfismi si& che g* sono funzioni continue i ed in—D. Tuttavia cid® non
comporta che il risultatb del loro “incollamento”, sia ancora continua.

4 La cosa non sarebbe tanto strana. Ad esempio inma#itg fino alla prima meta
dell'ottocento condividevano questo punto di vistauesto perché la loro idea di funzione era
molto legata al continuo geometrico o all’algebva&nivano accettate come funzioni solo
guelle riconducibili a curve geometriche o algeleicAnche attualmente esistono matematici
che tendono a considerare come esistenti sologgetti matematici che “effettivamente
producibili” e solo le funzioni che sono “ effetimente computabili”. Sono gli intuizionisti,
di cui abbiamo gia parlato oppure, piu in generaggguaci dei vari tipi di costruttivismo in
matematica. Ora risulta che tutte le definiziorogwste di funzione computabile di variabile
reale verificano I'implicazione

computabile= continua.
Pertanto anche i costruttivisti accettano solo immzche sono continue.
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LETTURE
(Rudy Rucker — La mente e l'infinito — Editore Mozpag. 85, 86.

L'Hotel di Hilbert

Il famoso matematico David Hilbert, nelle sue coefze a carattere divulgativo, raccontava
spesso la storia di un albergo con infinite star@geesto mitico albergo, che chiameremo
Hotel di Hilbert ha omega camere: Camera 0, Camera 1, Camera Zamera, e cosi via.
Come nel paragrafo precedente inizieremo a cowl@i@ Per fissare le idee, ho disegnato I
Hotel di Hilbert nella figura 2.13. Per farlo stae una pagina, ho supposto che ogni piano
fosse dotato di un fantascientifico condensatorspdizio, uno strumento che fa si che ogni
piano sia alto due terzi del precedente. Ancheosgiliiti subiscono la stessa contrazione e
quindi, sebbene i soffitti del terzo piano siant sblo due o tre piedi, il condensatore di
spazio rende gli ospiti alti uno o due piedi in mathe si trovino a loro agio. Lascio al lettore
come esercizio di dimostrare che, se il primo pibasoffitti di dieci piedi e ogni piano € alto

i due terzi del precedente, allora I'albergaxgpiani e alto 30 piedi.

s N

=
21
o =
presess
£t o,
o e § FE BT
s Lk L]

Mumeno individuaie dell'ospite: 0, 1, 2,... i
Mumera totabe di ospai: ar + 1

Fig. 2.13.

Una delle caratteristiche piu sconcertanti delléladi Hilbert € che, anche quando é al
completo, € sempre possibile trovare posto per inospiti senza che nessuno debba
condividere la sua stanza con un altro!

Supponiamo, per esempio, che ogni camera sia oecepldocando I'ospiten nella Camera

n. Supponiamo che a questo punto arrivi un nuovaasfospitea. Dove potra alloggiare?
E' facile! basta chiedere ad ogni cliente di passeila camera successiva. In tale modo si
libera la camera numero 0 e la si puo utilizzanregspitarea. Ma se fosse arrivato un nuovo
pulman contenente una quantita numerabile di ntuwisti. Come collocarli? Facile, basta
dire a ciascun ospite della camerdi passare alla camega. In tale modo tutte le camere di
numero dispari rimangono libere. Allora si dicetaiisti del pulmann di collocarsi in tali
camere. Precisamente al prima turista che scerldaublaan si assegna la camera 12,

al secondo turista la camera 32-2, ... al turistan la camera @&-1.



