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CAPITOLO 2
CRISI DELLA GEOMETRIA EUCLIDEA ED ARITMETIZZAZIONE.

Per tutto il diciassettesimo ed il diciottesimo aecla geometria

rimase, nella guerra contro I'empirismo, una fademespugnabile
degli idealisti. Coloro i quali credevano (comegenerale si credeva
sul continente) che fosse possibile una conoscdakanondo reale
certa ed indipendente dall'esperienza non avevhaada indicare la
geometria: soltanto un pazzo avrebbe messo in duatsua validita,

e soltanto uno sciocco ne avrebbe negato il rifemtm oggettivo.

(Bertrand Russell)

1. Cartesio e la crisi dell'approccio sintetico: ikcalcolo dei segmenti
La geometria euclidea resto al centro della matemdino agli inizi del 1800 quando, ad opera di
matematici come Lobachevsky e Bolyai si sviluppartengeometrie non euclidee, cioé geometrie che
negavano validita al quinto postulato. In realtéimp ancora che con tali scoperte, un primo
fondamentale elemento di crisi del metodo di E@cl{gde non proprio della sistema geometrico di
Euclide) si manifesto con il sistematico processalgebrizzazione della geometria. Tale processo,
iniziato ai primi del 1600, si sviluppera nellauatie geometria analitica e trasformera la geometria
"sintetica” di Euclide, in cui si dimostrano teoliegnsi tracciano figure, in quella che attualmesite
chiama geometria "analitica" in cui tutti i probliesi riducono alla ricerca di radici di sistemi di
equazioni algebriche. In un certo senso si pasdle ddimostrazioni con figure" tipiche della
geometria euclidea ai “calcoli” tipici della geomatanalitica. Si parlera anche metodo sinteticin
opposizione ametodo analitico
Come € noto, la geometria analitica si ottiene dodissati due assi e su di essi due unita di rajssir
siano identificati

- i punti del piano con le relative coordinate,

- le rette con le equazioni di primo grado,

- le coniche con quelle di secondo e, piu in genelaleurve con opportune equazioni implicite

o esplicite.

Allora ad ogni operazione geometrica corrisponda operazione di carattere analitico (cioé relativa
ai numeri reali). Ad esempio l'intersezione di dueve si traduce nella risoluzione di un sistema di
due equazioni.
Concorsero a tale processo di algebrizzazione =eigre filosofi come Fermat e CarteSioln
particolare e interessante esaminare il libro dit€30 La Geometriache € una delle appendici del
famosoDiscorso sul Metodalel 1637. La Geometria & costituita da tre partgui la prima porta il
titolo "Dei problemi che si possono costruire col solo ds@erchi e di linee rette"Si deve tenere
conto che il termine "costruzione" di un problemaesve intendere come "costruzione geometrica di
un segmento che sia soluzione del problema" e geigdivale a "risoluzione" di un problema. In
questa prima parte si illustra come sia possiltdbarare un "calcolo geometrico” dei segmenti che é
l'analogo geometrico della moderna teoria dei nureeti.

Come l'aritmetica & composta solo di quattro, amaperazioni, la Somma, la Sottrazione, la
Moltiplicazione, La Divisione e la Estrazione defélici, che si pud considerare una specie di
Divisione, cosi anche in Geometria, per quanto aigia le linee che si cercano .. . .

Il brano prosegue spiegando come si possanddararrispondenti operazioni con i segmenti. Per
la somma e la sottrazione la cosa € evidente. lRattq riguarda il prodotto e la divisione si utiizla
nozione di proporzione. Infatti supponiamo di velemoltiplicare i segmentl e c. Allora basta trovare
una costruzione geometrica per cui valga una pm@oe del tipo 1 d = c:x in quanto, essendo |l
prodotto dei medi uguale al prodotto degli estreamiale caso il segmentorappresentera il prodotto
di d perc. D'altra parte & ben noto come ottenere grandezgeorzionali in geometria. E' sufficiente
considerare triangoli simili.

! Cartesio e quello delogito ergo sunper chi ha ricordi di liceo.
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Definizione 1. Il triangolo ABC si dicesimileal triangoloA'B'C' se I'angolo irA € uguale all'angolo in
A', 'angolo inB & uguale all'angolo iB' e I'angolo inC & uguale all'angolo i€".

In altre parole due triangoli si dicono simili sanmo gli stessi angoli. Ovviamente la relazione di
similitudine € una relazione di equivalenza, ciadfléssiva, simmetrica e transitiva. Ricordande ch
nella geometria euclidea la somma degli angolirimtdi un triangolo € un angolo piatto, & possibile
dimostrare la seguente proposizione.

Proposizione 2.Dati due triangoli € sufficiente che due degli dhgtano uguali perché si possa
asserire che sono simili. Dati due triangoli neggzli, & sufficiente che uno degli angoli sia uguadr
asserire che sono simili.

Proposizione 3.Due triangoli simili hanno i lati proporzionali. Pprecisamente, supponiamo d¢he
B, Csiano i vertici di un triangolo &', B', C' i vertici di un altro triangolo. In tale caso &njgolo inA
e uguale all'angolo iA', I'angolo inB é uguale all'angolo iB', e I'angolo inC e uguale all'angolo in
C', allora

AB:AB'=AC: AC' e AC:AC'=BC:B'C.

Utilizzando questa notissima proposizione Cartdiie, con riferimento alla seguente figura,

E

. . . Sia per esempio BA l'unita: se bisogna mittgse BD per BC devo soltanto aggiungere i
punti A e C, poi tracciare DE parallela a CA, e BH risultato di questa moltiplicazione.

In altre parole si considerino due rette distinge ibpuntoB e due puntD e C su tali rette in modo
cheBD sia uguale @ e BC sia uguale &. Sia inoltreA un punto della retta p& e D tale cheBA sia
unitario. Si tracci infine la parallelaAC perD e si denoti cork il punto di intersezione con la retta
per B e C. Allora per la similitudine dei triangolCBA e EBD risultera che 1 BD = BC: BE. In
conclusioneBE ¢ il prodotto cercato.

Esercizio.Calcolare il prodotto di 3 per 5 in modo grafico.
La stessa costruzione, quando si sianoBlE&dBD, vale per la divisione.

.. . Se invece bisogna dividere BE per BD, avendi i punti E e D, traccio AC parallela a DE
e BC ¢ il prodotto di questa divisione.

Precisamente, supponiamo che si voglia dividesedmenta per il segmento ¢, allora basta fissare
un puntoE in modo cheBE sia uguale a d ed un puriin modo cheBD sia uguale a c. Tracciata
allora la retta peA parallela acED, chiamo corC il punto di intersezione con la retta [iedE. Il
segmentdC e il risultato della divisione come si ricava dgtiroporzione 1BD =BC : BE

Esercizio.Calcolare 6/3 in modo grafico.

Anche nel caso di estrazione di radice quadratsiaaid che tale problema si traduce nella
individuazione di una opportuna proporzione.
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. . . Se bisogna estrarre la radice quadrata di Giggiungo in linea retta FG, che & l'unita, e
dividendo FH in due parti uguali nel punto K, d&ntro K traccio (la semicirconferenza) FIH,
poi innalzando dal punto G una linea retta fino kdd angoli retti su FH, Gl é la radice

cercata.

F G K H

Da notare che per un teorema della geometria @aclidngolo inl & rettd. Il fatto che IG sia il
segmento cercato e giustificato dal seguente temrem

Teorema 4.La misura del segmen@l é la radice quadrata della misura del segm@itto

Dim. Per uno dei teoremi di Euclide I'altezza di unngalo rettangolo € media proporzionale

delle proiezioni dei cateti. Pertanto vale la segei@roporzione
FG: Gl =Gl: GH.
Poiché il prodotto dei medi & uguale al prodottglidestremi, abbiamo che
FGIGH =Gl ?

e quindi, essend&G = 1, HG = GI% Se si vuole poi dimostrare il teorema di Euclidme la
proporzione, bisogna mostrare che opportuni trilmgono simili. Esattamente dobbiamo mostrare
che sono simili i due triangokGl e IGH. Ora per mostrare che due triangoli rettangoliossimili &
sufficiente provare che hanno un angolo ugualeciianon é difficile perché essendo la somma degli
angoli di un triangolo un angolo piattp,= 180-90y = 90y ed essendo il triangolo retto in risulta
ched’ = 90y. Pertantap =¢’.

Ad esempio se voglio trovare graficamente la raliaflora applico la seguente procedura:
1. Traccio un segmentdH di lunghezza 9

2. Prolungo a sinistra tale segmento con un segnk€ati lunghezza 1

3. Trovo il punto medid& del segmentéH

4. Traccio la circonferenza di centce diametrd=H = 10

5. Alzo la perpendicolare dal pur@®

Il segmentdsl misurera esattamente 3, cioé la radice di 9.

Esercizio. Trovare la radice di 7 in maniera grafica utilizda cioe un righello ed un compasso.

2. Il Discorso sul Metodo e la geometria di Cartesi

Il calcolo dei segmenti era alla base del metodupgsto da Cartesio e che poi nel seguito si
sviluppera nella moderna geometria analitica. Tidtsi deve sottolineare che quello che Cartesio
proponeva era una riduzione della geometria ai sleynenti piu semplici, i segmenti, e non una
riduzione della geometria a manipolazione di nuroenie avviene attualmente

2|l teorema dice che I'angolo al vertice & la ne#’angolo al centro. Ne segue che il nostro angola meta di un
angolo piatto.

3 Si deve tenere conto del fatto che nel 1600 nomoeaacora stati inventati gli attuali metodi diidefione dei
numeri reali a partire dai razionali (e quindi dagteri). Tali metodi si svilupperanno in maniezampleta solo
alla fine del 1800.
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Tutti i problemi della geometria si possono fiaente ridurre a tali termini che in seguito per
costruirli basta conoscere la lunghezza di alcueier.

Come abbiamo visto tali elementi semplici si possomanipolare con operazioni simili a quelle
dell'aritmetica. Pertanto & corretto dire che carté€sio si ha una algebrizzazione della geometria
purché con tale espressione non si intenda ridazidla teoria dei numeri reali ma, in accordo don i
punto di vista pit moderno, come introduzione dipumto di vista algoritmico-manipolatorio che
pone la nozione di operazione alla base di tutto.

D'altra parte in Cartesio non vi era solo I'esigedk ridurre la geometria a calcolo (di segmenti).
Altrettanto importante era il processo inverso dumsiste nella possibilitd di interpretare ogni
discorso algebrico in termini geometrici. In alp@ole egli pensava si dovesse da un lato

- liberare la geometria dal ricorso obbligato éiljgire che affaticavano inutilmente l'immaginazione
da un altro lato

- dare significato alle operazioni dell'algebra pezzo di una interpretazione geometrica.

Quanto poi all'analisi degli antichi e all'algebrdei moderni . . . , la prima € sempre
siffattamente legata alla considerazione delle riggiche essa non puo esercitare l'intelligenza
senza affaticare di molto I'immaginazione; e, nskk&onda, ci si € talmente assoggettati a certe
regole e a certe cifre, che se ne e fatta un'antgfusa ed oscura, la quale tiene imbarazzato lo
spirito, invece di (essere) una scienza che lawolt

Scopo dichiarato di Cartesio € la ricerca di unaaetgenerale in contrasto con il modo frammentario
con cui procedevano i greci antichi quando sidxettdi trovare una dimostrazione o di risolvere un
problema. Se infatti & certamente un merito detigkdatto che ogni dimostrazione sia rigorosangent
controllabile nei sui singoli passaggi, niente eieetto da essi circa il metodo che si dovrebbeiseg
per poter trovare nuovi teoremi e dimostrazionirtdtdo restiamo disarmati di fronte ad ogni
problema nuovo che si presenta e dobbiamo ogra yoticedere per tentativi.
Il metodo proposto da Cartesio per la geometrigisteva

- nell'indicare con lettere i dati e le incogrdiain problema geometrico

- di tradurre le informazioni disponibili in equeai

- nel semplificare, tramite calcoli algebrici,dguazioni quanto piu possibile

- nel risolvere le equazioni risultanti da talenpéificazione in termini geometrici.
Pertanto abbiamo un passaggio del tipo GeometridAlgebra — Geometria piuttosto che un
annullamento della geometria. Ad esempio dopo dratotto un problema geometrico in una
equazione di secondo grado era opportuno sempéfiahmassimo tale equazione. Giunti pero alla
forma piu semplice possibile la risoluzione delgu&zione finale doveva essere di tipo grafico.
Pertanto la risoluzione grafica (detta costruziode)semplici equazioni di secondo grado, in
particolare il calcolo grafico di una radice quadrara un elemento essenziale della teoria de€iart
Ecco che cosa dice Cartesio nella Ggmmetria

Cosi, volendo risolvere qualsiasi problema, si diew&nzi tutto considerarlo come risolto, e si
devono dare di nomi a tutte le linee che sembratessarie per la sua costruzione, sia quelle
ignote, sia alle altre. Poi, senza fare alcunaatifinza tra queste linee, note ed ignote, bisogha
affrontare le difficolta secondo l'ordine che mastrella maniera piu naturale in che modo tali
linee siano in rapporto tra loro, fino a che nonss trovato modo di esprimere una medesima
guantita in due maniere diverse: cio si chiama guazione (in una sola incognita) poiché i
termini di una di queste due espressioni sono ugualelli dell'altra.

Si noti che Cartesio tratta prevalentemente prabkhe si traducono in una equazione ad una sola
incognita e che lidea di luogo geometrico, insiede punti le cui coordinate verificano una
equazione a due variabili, non é presente nellapaea se non in modo saltuario.

Concludiamo questo paragrafo sottolineando chedege matematiche di Cartesio erano strettamente
legate al suo sistema filosofico piu generale. iBagtisare che il suo libro La Geometria non venne
pubblicato come un trattato a sé stante ma comelelfetre appendici déDiscorso sul metodo'il

cui titolo completo é'Discorso sul metodo per ben condurre la proprigicme e cercare la verita



pag. 31 Capitolo 2: Crisi della geometria euclidea G. Gerla

nelle scienze'e che tali appendici avevano appunto il ruololidisirare il suo metodo filosofico
generale. | precetti fondamentali di tale metodmer

- Il precetto dell'evidenza,;

- Il precetto dell'analisi;

- Il precetto della sintesi;

- Il precetto del computo completo.

Ed il primo era, di non accettare cosa alcuna pefrav quando non la riconoscessi
evidentemente per tale: cioe, di evitare studiatatenda precipitazione e la prevenzione; e di
non accogliere nei miei giudizi nulla di piu di cghe si presentasse si chiaramente e si
distintamente al mio spirito da non poter aver motalcuno di metterlo in dubbio.

Il secondo, di dividere ogni difficolta, ch'io esaassi, in parti elementari fino al limite del
possibile e quanto sarebbe richiesto per trovamenlgliore soluzione.

Il terzo, di condurre per ordine i miei pensierproinciando dagli oggetti piu semplici e piu
facili da conoscer, per salire a poco a poco e c@eegradi alla conoscenza dei piu complessi

E l'ultimo, di fare, in ogni argomento, enumerazioasi complete e verifiche cosi generali da
essere sicuro di nulla omettere.

3. La “costruzione” delle soluzioni di una equazioa
Per illustrare il fatto che I'approccio cartesiaman € volto alla sola "traduzione" di ogni problema
geometrico in problema algebrico, esaminiamo cointerapi di Cartesio venivano affrontate a volte
le equazioni di quarto grado.
Consideriamo ad esempio l'equazione
X-xC-3x%-4 = 0. (3.1)
Allora possiamo tentare di abbassare il grado dstjuequazione ponenye x° e poi sostituendo. In
tale modo si ottiene il sistema di due equaziosiedgiondo grado
Vxy-3y-4=0 ; y=x&

di cui (3.1) e la risultante. Poiché ciascuna emumeezpuo essere vista come l'equazione di unaa&pnic
cio significa che:

e possibile "costruire" le soluzioni di una equaei@i quarto grado intersecando due opportune

coniche.
Piu precisamente dobbiamo disegnare le due conitfeesecarle e poi andare a vedere le ascisse dei
punti di intersezione. E il processo inverso a lgual cui siamo abituati: quello per cui, dovendo
trovare i punti di intersezione di due conichejysamo il sistema delle relative equazioni, troviam
l'equazione risultante e poi risolviamo tale ego@agicon qualche formula. Poiché la risoluzione di
una equazione di quarto grado € un problema coatplido si traduce nel piu semplice problema
(grafico) di intersecare due coniche. In questo onsd capisce anche perché, in generale, una
equazione di quarto grado ha quattro soluzioni.
Naturalmente se invece della semplice sostituzipme X si utilizza qualche parametro, allora &
possibile ottenere due coniche piu "maneggevaid.esempio se si pone

y = X+ Ax+u
allora elevando al quadrato entrambi i membrielgllazione si ottiene
V2 = XM A0+ L+ 20+ 20 X4 2A X = XH 2N+ (21 A2)XC+2A Lix+ L
Da tale equazione si ricava ché = y? -A3C-1-2¢3-2 11 XP-2A 1ix

sostituendo in (*) si ottiene

V-2~ 2pt+ AP-3)XC-2 ¢ -X-4 = 0.

In definitiva le radici che ci interessano si ogeno intersecando tale conica con la paralyota
X*+Ax+4. Scegliendo opportunamente il parametreliminiamox®, infatti ponendol = -1/2 si ottiene
V2-(2u-1114%C+px-14-4 = 0.

Possiamo ora scegliere il parametran modo opportuno. Ad esempio se poniarpel2/4 = 0, cioé

L= 11/8 tale equazione diventa l'equazione di umahmda. Se poniamoi211/4=-1, tale equazione
diventa quella di un cerchio. In definitiva posstarottenere le radici dellequazione (3.1) sia
intersecando due parabole, sia intersecando uahglarcon un cerchio.
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Nel caso di equazione di terzo grado le cose aogora piu semplici. Ad esempio consideriamo

'equazione
xX2-2+x-1 = 0.
Ponendag = X’ si ottiene che tale equazione & la risultanteedsiuazioni
Xy-2y+x-1=0 ; y=x4

che rappresentano una iperbole ed una parabola.

Da notare che il disegno delle coniche venivaofatin “macchine” che tracciavano le curve in
modo meccanico allo stesso modo come un compaascarun cerchio. Ad esempio in un bel sito
sulle “macchine matematiche” viene riportata lauseie macchina per tracciare parabole

4. 1l quinto postulato e le geometrie non euclidee

Abbiamo visto che un primo elemento di crisi daltancezione euclidea della geometria puo essere
visto nella massiccia introduzione della dimensidnalcolo” nella geometria che in tale modo
diventava sempre meno "arte di inventare dimosirézie sempre piu un “calcolo delle grandezze
continue". Ma il colpo definitivo alla centralitéelth geometria euclidea nel pensiero occidentale si
ebbe con la scoperta della possibilita logica dgdemetrie non euclidee, cioé di geometrie che
negano validita al quinto postulato. Prima di parldelle geometrie non euclidee, esaminiamo prima
piu da vicino il significato del quinto postulat®er prima cosa mostriamo che dagli assiomi di Bacli
escluso il quinto & possibile comunque derivareddta una rettaed un puntd® fuori da essa esiste
almeno una retta parallela aghassante pd?. Il quinto postulato serve invece per dimostrdre tale
retta & unica. Pur non volendo esporre le dimadsinazomplete, vediamo i passi fondamentali per
provare l'esistenza della parallela e cominciamoic®orema dell'angolo esterno.

Proposizione 4.1.Un angolo esterno di un triangolo € sempre stradtde maggiore dei due angoli
interni non adiacenti.

Dim. Consideriamo il triangol&BC e proviamo ad esempio che I'angolo este¥rdCBD & maggiore
dell'angoloy= ACB. A tale scopo siM il punto medio del segmen&C e prolunghiamo il segmento
AM in un segment®E in modo cheAM sia uguale aME, allora i due triangolACM e EBM sono
uguali avendo un angolo e due lati uguali. In paléire y sara uguale all'angoMBE. D'altra parte
tale angolo, essendo una part&disulta minore d. In conclusiong/é minore did.
C
E

* Si veda all'indirizzo http://www.museo.unimo.ithtrum/macchine/_00lab.htm.
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Naturalmente la dimostrazione che abbiamo datontivegorosa solo se prima si € provato che tutte
le costruzioni fatte sono rese possibili dai pagtudi Euclide (escluso il quinto). Ad esempio eev
essere prima provato che esiste il punto medimmdiagmento, che due angoli opposti al vertice sono
uguali e che valgono i criteri di uguaglianza d#rtgoli. Ancora, ricordiamo che se si accetta |l
quinto postulato allora esiste una dimostrazione ggmplice che permette di provare che I'angolo
esterno & uguale alla somma degli angoli interm adiacenti. Tale dimostrazione consiste nel
tracciare peB una parallela aé\C e nell'applicare il teorema relativo agli angaditefminati da due
rette parallele tagliate da una trasversale.

Proposizione 4.2Data una retta ed un puntd® non appartenente adesiste almeno una retta ger
parallela ad.

Dim. Sia S un punto qualsiasi della
rettar, tracciamo la retta p&Se per
P ed indichiamo cond uno degli
angoli trar ed il segmentoSP.
Tracciamo poi una rettaper P che
formi con SP I'angolo ¢. tali che S
sia traR e T e si consideri la retta
perP edS Allora se per assurdo le
rette r ed s si incontrassero in un
puntoT nel triangoloSPTavremmo T
langolo esterno in S uguale

all'angolo interno non adiacente iR, in contrasto con quanto dimostrato nella propose
precedente. Quindi la retsanon incontra.

| matematici greci erano convinti della verita dainto postulato e questo convincimento era comune
a tutti i matematici fino alla prima meta del 18@.era inoltre convinti che tale postulato fosse i
realta dimostrabile utilizzando gli altri assionglld geometria euclidea ed in tale senso furonm fat
numerosi tentativi di dimostrazione. Nella primatandel 1800 accade un fatto nuovo. Tre differenti
matematici svilupparono un nuovo tipo di geometBatrattava del tedesco Gauss, dell'ungherese
Bolyai e del russo Lobachevsky che fecero la leapsrta uno indipendentemente dall'altro. Punto di
partenza di tali autori € un diverso punto di viilasofico nei riguardi della geometria che viene
considerata un ramo della fisica piuttosto che rgugtto a priori del nostro spirito; cid comportava
che la validita degli assiomi della geometria deeesssere convalidata o confutata dall'esperienza.
Ad esempio ecco cosa scrive Gauss.

Secondo la mia piu profonda convinzione, la takello spazio ha nei confronti del nostro
sapere una posizione completamente diversa daagaglla pura teoria delle grandezze
(aritmetica); infatti, viene assolutamente a marecalla nostra conoscenza della prima quella
completa convinzione della sua necessita (e quamdihe della sua assoluta veritda), che
invece inerisce alla seconda; dobbiamo umilmentenattere che, mentre il numero é
puramente un prodotto del nostro spirito, lo spgaassiede una realta anche al di fuori del
nostro spirito, alla quale noi non possiamo pregere le sue leggi completamente a priori.
(Lettera di Gauss a Bessel del 9 aprile 1830)

Naturalmente il considerare la geometria alla stestregua della fisica comportava una
interpretazione delle nozioni geometriche in teirdiroggetti esistenti nel mondo reale. Ad esenilpio
segmento congiungente due pung Q poteva essere assimilato al percorso di minimiwizs: traP

e Q, oppure alla linea percorsa da un raggio di lue gartito deP raggiungeQ. Cio permetteva ad
esempio di immaginare esperimenti capaci di stabdie un dato triangolo avesse o meno come
somma di angoli interni un angolo piatto.
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A questo nuovo punto di vista nei confronti della geometria corrispondeva poi anche un
atteggiamento diverso nei confronti del quinto pladb. Infatti se per i matematici greci il volere
dimostrare tale postulato era solo una questionelatjanza e semplicitd e nessuno ne metteva in
dubbio la validita, nei matematici dell'ottocentalgbitava anche se esso fosse verificato nellaigpa
reale. Ecco ancora quello che dice Lobacevskifimebduzione alla sua "Nuovi principi della
geometria" del 1835.

A tutti € noto che, fino ad oggi, nella geometdddoria delle parallele era rimasta incompiuta.
| vani sforzi (compiuti) dai tempi di Euclide, pércorso di duemila anni, mi spinsero a
sospettare che nei concetti stessi (della geomeatoa si racchiuda ancora quella verita che si
voleva dimostrare, e che puo essere controllatandao simile alle altre leggi fisiche, soltanto
dall'esperienze quali, ad esempio, le osservaastibnomiche.

Ma nel caso che il postulato delle parallele fdat® nello spazio reale, allora esso non potesares
certo provato a partire dai rimanenti postulatir@mente veri). Infatti da cose vere €& possibile
dedurre solo cose vere. Lo strumento per provarganiera inconfutabile che il quinto postulato non
e derivabile dai rimanenti & quello di mostrare delti" matematici che verificavano tutti gli assiom

tranne il quinto. Tali modelli furono chiamaiodelli non euclidei della geometria

5. Modelli di geometrie non euclidee
Esponiamo, per dare una idea, due modelli nondrichjuello di Klein e quello di Poincaré.

I modello di Klein. In tale modello

- 1 punti sono i punti interni ad un dato cercBidi centroC,

- le rette sono le corde del cerchio (esclusi gfiieami).

Come ¢ illustrato nella figura, per un puléuori di una retta r passano infinite rette palalladr:

Pertanto non vale I'assioma delle parallele. E idtiai® provare che tutti gli altri assiomi di Euelid
sono verificati. Ad esempio, provare che che per dunti passa una ed una sola retta. Inoltre la
nozione di distanza di due purtie B (che serve per dare la nozione di eguaglianzaetgmenti) si
definisce ponendo
MB[NA
d(A,B) =log( MAENB)
doveM edN sono i punti di intersezione della re&B con la circonferenza.
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N

Supponiamo ad esempio che la circonferenza abbiazemex’+y’=1, e calcoliamoci la distanza di
un puntoP dal centrcC.

d(C,P) =log( 22 = log((1)/(1+x)).

1[RF

Questa formula € interessante perché mostra che:
la distanzal(C,P) tende a diventare infinita quangidende ad 1, cioe quandbsi avvicina al bordo
del cerchio.
Cio significa che un segmento unitario che vengsstso verso il bordo deve subire una contrazione
che e tanto piu forte quanto piu ci si allontani dentro. Equivalentemente possiamo dire che se,
partendo dal centro del cerchio, cominciamo adnédioarci a passi regolari, tali passi divengono
sempre piu piccoli senza che noi ce ne accorgidadanto per ad un essere vivente all'interno del
cerchio non risulta possibile uscire dal cerchie ¢t apparira, a tutti gli effetti, un universomo
limitato. Cio in contrasto con quanto appare adosservatore "esterno” per il quale il modello di
Klein sembra occupare una parte limitata dello igpaRossiamo immaginare una tale situazione
supponendo che i punti perimetrali del cerchio@ro una forza di repulsione verso i punti iniezn
che tale forza risulti tanto piu forte quanto pigicavvicina a tali bordi.
Si osservi che la nozione di uguaglianza di angelhe definita in modo analogo a quanto fatto per
l'uguaglianza di segmenti e che tale nozione namcime con quella usuale del piano euclideo. legltr
nonostante le apparenze, un triangolo di tale gaamea somma degli angoli interni minore di un
angolo piatto.

Modello di Poincaré Consideriamo ancora come insieme di punti &im& dei punti interni ad una
circonferenzeS ma cambiamo la nozione di retta.
Infatti chiamiamo rette tutte le circonferenz
perpendicolari &, e tutti i diametri. La nozione di
lunghezza di un segmento si definisce in mani
non troppo diversa da quella del modello di Kle
mentre la nozione di uguaglianza di angoli & que
usuale del piano euclideo. Cid e interessante
guanto, come si

vede nel triangoloABC nella seguente figura
permette di comprendere perché la somma di
angoli interni di un triangolo € minore di u
angolo retto.

Sia il modello di Kline che quello di Poincare
permettono di derivare il seguente teorema:
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Teorema 1.l quinto postulato e logicamente indipendenteralaanenti assiomi.

Dim. Indichiamo corl la teoria costituita da tutti gli assiomi propasdi Euclide escluso il quinto
postulato. Allora se tale postulato fosse dimodteadb partire d& sarebbe vero in tutti i modelli di.
Ma questo & impossibile poiché abbiamo trovatawtzelli di T che non verificano tale postulato

Altre geometrie.

Successivamente il matematico Riemann ed il fisigmholtz, uno indipendentemente dall'altro,
svilupparono delle geometrie in cui la somma degigoli interni di un triangolo & strettamente
maggiore di un angolo piatto. In esse non venivgatee solo il quinto postulato ma anche che un
segmento possa essere prolungato a piacere. Rerungeidea di tali tipi di geometrie si osservech
nel piano euclideo i segmenti possono essere tiefore le linee di minima lunghezza congiungenti
due punti assegnati. Cio consente di vedere le lirte come lo strumento per potersi muovere con

minore fatica possibile su di una superficie piana.

F

Si supponga invece che ci si muova lungo la supertii una sfera, ad esempio la superficie temestr
allora appare ancora naturale chiamare "segmemtdinéa piu breve sopra tale superficie che
congiunga due punti dati. E questo, ad esempipyrito di vista di un capitano di una nave che si
muova sulla superficie terrestre. Ora, se taleadfarcentrc, si dimostra che tra le linee congiungenti
due puntiP e Q la piu corta & quella che si ottiene intersecdadsuperficie della sfera con il cerchio
di centroC e passante p& e Q. Naturalmente dei due archi gee Q si deve scegliere il piu corto
ci0 crea un piccolo problema quando i due pidhte Q sono diametralmente opposti. Allora é
opportuno considerare solo una parte della superferica in modo che non vi siano punti
diametralmente opposti. E immediato rendersi cartie il quinto postulato non vale per tale
geometria. Si consideri ad esempio la figura dotre puntiP, Q edR sono tali che i pianPCQ e
PCRsi intersecano in una retta

PC ortogonale al pian€QR Allora nel triangoloPQR gli angoli inQ edR sono retti e cio e in
contrasto con il quinto postulato di Euclide. Eilawedere che in tutti i triangoli la somma degli
angoli di tale triangolo € comunque maggiore dangolo piatto.

Naturalmente se si considerano superfici differdatia superficie sferica e si definiscono i segtinen
come le linee di minima distanza (dette geodetici@ra si ottengono altri tipi di geometrie. Reitio
esistono tanti tipi di geometrie a due dimensiarargi sono i tipi di superficie dello spazio. Imeltda

un punto di vista matematico, non e difficile slitt di una dimensione e considerare un "superficie
tridimensionale" immersa in uno spazio a quattnmegisioni. Basta considerare una equazione a
quattro incognite, chiamare "spazio quadrimens@hidhsieme delle sue radici (cioé dei punti daun
superficie nello spazio quadrimensionale) e dediairsolito i segmenti come le curve continue & ta

® Per capire lo schema di tale ragionamento coriaieril caso semplice in cii & la teoria dei gruppi e sia

la proprieta commutativa. Allora non pud essere un teoremaldperché in tale caso tutti i gruppi sarebbero
commutativi. In altre parole il mostrare un esengligruppo che non &€ commutativo mostra l'indipereedia
daT.
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superficie che siano geodetiche. A tale superfioigispondera una geometria a tre dimensioni che in
generale risulta essere diversa da quella euclidea.

6. Aritmetizzazione della geometria e dell'analisile terne di Peano
“Il lettore non trovera figure in questo lavoro. |
metodi che esporrd non richiedono costruzioni
né geometriche né meccaniche, ma solamente
operazioni algebriche, soggette a una procedura
regolare e uniforme.”
Jean Louis Lagrangéyiécanique Analytique

Se si considera lI'importanza che la geometria dlifleiaveva sempre avuto nella cultura occidentale,
ci si rende conto di quanto fosse un fatto rivadnairio e sorprendente la scoperta delle geometrie n
euclidee. | pensatori precedenti avevano costammi#enuto che vi fosse una sola geometria vera e
che le sue leggi fossero necessariamente qudiadiide. Inoltre il modo di procedere geometrica er
sempre stato visto come un modello a cui ispiriargitti gli altri campi del sapere. L'appariretdii
nuove geometrie confutava tale convinzione perehd@isteorie dello spazio contrastanti tra lorocson
logicamente possibili e se solo una di queste potsgere vera, allora la geometria, e piu in génera
la matematica non poteva piu essere consideratastinmento per giungere alla verita. Prendeva
allora piede una nuova concezione della matematicae sistema ipotetico-deduttivo in cui gli
assiomi assunti non avevano nessuna pretesa déesse L'unica cosa che si chiedeva ad essiiera d
essere consistenti. Esamineremo questo puntoteings capitolo 4.

Abbiamo gia visto quanta importanza ha avuto nelitura greca la problematica relativa
all'infinito e come, da Aristotele in poi, fossettoeil rifiuto dellinfinito attuale. Tale rifiutofu
successivamente condiviso da quasi tutta la cuttccalentale fino alla fine dell'ottocento. Allesso
tempo l'impetuoso sviluppo dell'analisi matematieh 1600 in poi aveva fatto si che I'uso dei metodi
infinitari fosse sempre piu una cosa inevitabil@lternativa che spesso si presentava agli sciénzia
dell’'epoca era tra lo sterile rigore della geonaetuclidea e l'uso spregiudicato dei nuovi metodi
infinitari del calcolo differenziale ed integrake.sua volta I'accettazione dei metodi infinitarndeva
l'ambito dell'algebra e della geometria greca toogptretto per la matematica moderna. Infatti, per
fare un esempio, e chiaro che l'algebra e la ge@arsiggerivano e permettevano solo lo studio delle
funzioni elementari, cioé quelle definibili geomeamente (come le funzioni trigonometriche), quelle
definibili algebricamente (come i polinomi o le filoni razionali) e quelle ottenibili per composia®
da queste. Invece lo sviluppo delle serie trigortoctee determind un enorme allargamento del
campo delle funzioni note. Ci si accorse che, dirpadalle note funzioni trigonometriche, ed
operando con somme infinite, era possibile pereeminuove funzioni che non erano definibili ne' per
via geometrica ne' per via algebrica. Era quindieseario dare una definizione piu astratta del
concetto di funzione che solo la teoria degli insiavrebbe potuto permettere.

In definitiva diveniva sempre piu pressante I'esizp di trovare una nuova base alla matematica
capace di inquadrare la grande massa dei nuoVatise di dare un rigoroso fondamento ai metodi
infinitari del calcolo differenziale.
| passi di una tale nuova fondazione consistonerzsaimente:

a) nell'aritmetizzazione della geometria e delliaha
b) nella teoria degli insiemi di G. Cantor.

Abbiamo gia visto che con Cartesio la geometriaséata ridotta ad un calcolo dei segmenti e quindi,
in un certo senso, ridotta all'algebra. Per paies tompletamente a meno della geometria era allora
necessario un ulteriore passo: sostituire al caldel segmenti un calcolo numerico che si fondasse
di una definizione di numero reale completamentgipendente dall'intuizione geometrica. Per
mostrare come cio sia possibile dobbiamo definireumeri naturali, poi gli interi relativi, poi i
razionali ed infine i reali. Per fare questo utitrzemo alcune nozioni elementari di teoria degliemi
e sulle strutture algebriche, argomenti che sugpaorgia noti al lettore ma che comunque saranno
esposti nei prossimi capitoli.

I numeri naturali, cioe gli interi positivi 0, 1, 2. costituiscono una nozione tanto immediata che
probabilmente pretendere di definirla (quindi dlurla a termini piu semplici) non ha molto senso.
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Tuttavia lo sforzo di definirli ha il vantaggio diettere in rilievo le proprieta essenziali di talimeri.

Il sistema comunemente accettato € quello dovibedekind ed a Peano che assiomatizzano l'idea
intuitiva per cui l'insieme dei numeri naturaila conclusione del processo di “aggiungere urvauo
elemento (il successore) ad un elemento dato”.

Definizione 1.Diciamo che una struttura algebricg $ucg z,) cons operazione 1-aria egy(1S, € una
terna di Peanse sono verificati i seguenti assiomi:
P1 succ S - Sé una funzione iniettiva
P2 2z [OsucdS), cioez, non € il successivo di nessun elemento
P3 per ogni sottoinsiemB di S
dDesucaD) 1D=D =S

La funziones : S- Sviene chiamatfunzione-successarkelementa viene chiamatelemento nullo
L'assiomaP3 prende anche il nome drincipio di induzione matematieapud anche essere scritto al
modo seguente:
ZXe OX= s(x)0X) OX= X=S

Quando si propone un sistema di assiomi si degbeaprovare che esiste almeno un modello del
sistema di assiomi proposto. Nel nostro caso dovreprovare che esiste almeno una terna di Peano.
In caso contrario la nostra teoria parlerebbe d#éhnNon é difficile trovare esempi intuitivi détne
di Peano. In effetti tutti i sistemi utilizzati dabmo per "contare" sono esempi di terne di Pehieo.
esponiamo due.

Terne di Peano e tacche di legi®curamente uno dei sistemi utilizzati dagli uonpnimitivi per

contare le pecore di un gregge € quello di mettislée tacche su di un pezzo di legno. Questo
suggerisce che l'insieme delle possibili taccharspezzo di legno costituisce un esempio di teina d
Peano. In tale caso un pezzo di legno senza taegpmesenta il primo elemento, I'operazione di
aggiungere una tacca € l'operazione successorandggiore precisione dobbiamo identificare due

pezzi di legno che abbiano la stessa quantiticdhtacome rappresentativi dello stesso numero.

Terne di Peano e scatole con bigk®ssiamo considerare anche l'insieme i cui eléinseno barattoli
contenenti biglie di vetro. Un barattolo vuoto ¢gponde allo zero. L'operazione di aggiungere una
biglia alle biglie di un barattolo corrisponde afyerazione di successivo.

Naturalmente tali esempi non sono di tipo materoatise volessimo essere piu rigorosi dovremmo
procedere a qualche forma di “idealizzazione”. Admapio nel caso dei pezzi di legno con tacche si
deve immaginare che esistano infiniti possibilipel legno, almeno uno per ogni possibile sequenza
di tacche. Inoltre se due pezzi di legno hanndatcehe, allora devono essere considerati equivalent
cioé rappresentativi di un solo oggetto (il num&yo

Per provare in modo piu rigoroso I esistenzaetin¢ di Peano anticipiamo un po’ di teoria degli
insiemi proponendo la seguente definizione.

Definizione 2.Chiamiamainfinito un insiemer che sia equipotente ad una sua parte propriata@ieé
che esista una funzione iniettifzdi T in una sua parte propria = f(T).

L'esistenza di una terna di Peano equivale adtacedesistenza di un insieme infinito.
Teorema 3.Esiste una terna di Peano se e solo se esistsiemm infinito.

Dim. Supponiamo che esista una terna di Pe8sa,j, allora essendo la funzione successore iniettiva
abbiamo ché&é equipotente ). Poichéz, 05(9), s(S € una parte propria 8 Questo prova chge

un insieme infinito. Viceversa sibun insieme infinito e si&: T - T una funzione iniettiva tale che
f(T) sia una parte propria di. Allora esiste un elementg[f(T) e possiamo prendere in
considerazione la struttura algebridaf,g,). SiaS = <z,> la parte stabile generata @da vogliamo
provare che f,z)) € una terna di Peano. Infatti, gli assiomi 1..es@o evidenti. Per provare il
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principio di induzione basta osservare &er costruzione e la piu piccola parte stabile @oemte
2.

E’ anche interessante far vedere che molte steutthe i matematici utilizzano usualmente non sono
terne di Peano.
Sia Z l'insieme degli interi relativi allora ¢,s,0), doves(x) = x+1 non € una terna di Peano. Infatti
I'assiomaP2 non vale in quanto O e il successore di -1. leation vale nemmen@3. Infatti I'insieme
D degli interi maggiori o uguali a zero pur verificenle due condizioni0D e D [s(D) non coincide
conZ.

SiaR" l'insieme dei reali maggiori o uguali a zeadlora R",s,0) non & una terna di Peano. Infatti
anche se gli assiorfil e P2 sono soddisfattP3 non é soddisfatto.

Sia Z/m l'insieme degli interi modulan e consideriamo la struttur&/(n s, [0]) dove s([X]) =
[X]+[1] = [x+1]. E’ evidente ch&3 e verificata, tuttavid@2 non vale in quanto [0] & successorerdi [
1]. Ne segue ch&(m, s, [0]) non & una terna di Peano.

Esercizio. Consideriamo la strutturdNgs, <, z) con N, insieme dei numeri naturalg, = 0 eds
definita dal porres(n) = 2n+1. Dire se tale struttura € una terna di Peano.

Esercizio. Consideriamo la strutturd(s, <, z,) conP insieme dei numeri naturali padg, = 2 eds
definita dal porres(n) = n+2. Dire se tale struttura € una terna di Peano.

Esercizio. Consideriamo la struttur&e, <, z,) conSinsieme dei numeri naturali maggiori o uguali a
5,2y =5 ed porres(n) = n+1. Dire se tale struttura & una terna di Peano.

7. Principio di induzione e definizioni per ricorsone per definire i numeri naturali
In una terna di Peano é possibile effettuare dirae&i per induzione: vale infatti la seguente
proposizione.

Proposizione 1.Supponiamo che una propriét&ia definita in una terna di Pear®s(z,) e che:
- P é verificata da,
- seP é verificata dx allora e verificata d&(x)

allora

P & verificata per ogmiJS.

Dim. SiaD l'insieme degli elementi che verificarigy alloraD contienez, ed é tale chgD) O D.
Pertanto tale insieme coincide c&n

L’applicazione del principio di induzione puo esseisualizzata al modo seguente. Consideriamo la
seguente figura in cui i pezzi del gioco dominos@oggiati su di un tavolo (infinito) uno dopo

AN NN 7

Indichiamo il primo pezzo della fila can. Vale la regola che se un pezzo cade (a destrapallo
pezzo successivo cade.

[OxCadéx) - Cadds(x))

poi supponiamo che valga

Caddz)

Allora e evidente che valexCadéx), cioe che tutti i pezzi cadono.
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Nelle terne di Peano & possibile definire per gore funzioni ed operazioni. Ad esempio, e definit
per ricorsione la funzione fattoriale, che chianpafatt in quanto tale funzione soddisfa le due
equazioni

fatt(0) =1 ; fatt(n+1) =fatt(n)(n+1).
La definizione generale di definizione per ricor&@ la seguente.

Definizione 2.Sia §s,2) una terna di Peand,un insiemeg : S~ T e h: S** _ T due funzioni,
allora diciamo chd : S' - T & definita pericorsione primitivadag ed h sef soddisfa le seguenti
equazioni:

X, %01,0) =9(Xe,- - Xn) 5 F(Xa,eo Xty Y41) =h(Xeyeo Xoa, Vs F(Xay- 0 Xn0,Y))- (1)

La prima equazione viene dettassegnazione inizialethentre la second&chema di ricorsione"
Perché una tale definizione abbia senso € necesaeguente teorema la cui dimostrazione e
abbastanza noiosa e quindi viene omessa.

Teorema 3.Date le funzionig ed h esiste ed é unica una funziohehe soddisfa le equazioni in (1).
Tale funzione e definita ovunque.

Una prima applicazione di questo teorema permetpecyare che la teoria delle terne di Peano é
categoricacioé tutti i modelli della teoria sono isomorfi tao.

Teorema 4.La teoria delle terne di Peano e categorica, witie le terne di Peano sono isomorfe tra
loro.

Dim. Siano §sz) e (S's'z') due terne di Peano, allora possiamo definire rjrsione la
funzionef : S- S'ponendo
f(z0) =20 ; f(s(x)) =(f(x)). 2)
Tale funzione per definizione € un omomorfismo. Nodifficile provare poi ché e un isomorfismo,
cioé che € iniettiva e suriettiva.

Per ricorsione e possibile anche definire le operaaritmetiche.

Definizione 5.In ogni terna di Peand6,2,) chiamiamoaddizioneuna funzionesom: SxS- S che
soddisfi le due equazioni:

sonfx,zo) =x ; somxs(y)) = s(sonx.y)). (3)
Chiamiamomoltiplicazioneuna funziongro : SxS— Sche soddisfi le due equazioni
pro(x,zo) =zo ; Pro(x,s(y)) =som{pro(xy)x). (4)

In generale la funzione addizione viene indicata itgimbolo + e la funzione di moltiplicazione con
un puntinol Inoltre si preferiscono le notaziohnifisse %y e xA7 al posto delle notazionprefisse
son(x,y) e pro(x,y). Da notare che se provassimo ad estendere laiziefie di addizione data ai
numeri reali ci sarebbero subito delle difficol@uesto perché nell'insieme dei numeri reali noreval
il principio di induzione. Ad esempio il tentativdi calcolareson1,2.5) condurrebbe a calcolare
son(1,2.5), e quindson(1,0.5) e quindson(1,-0.5) e poson{1,-1.5) e cosi all'infinito.

Vogliamo ora definire una relazione d’ordine irauarna di Peano in modo clkes(x).

Definizione 6.Chiamiamopercorsodax ady una successiong,... X, tale chex = xg, X, =y e x = s(X.
1). Definiamo in §s,7) la relazione< ponendo
X<y < X=Yyoppure esiste un percorsoxdady.

In altre parolex <y se esiste un intenotale ches'(x) =y. Vale il seguente teorema.

Teorema 7.La relazione< definita in una terna di Peano € la relazionerdigrdinegeneratadalla
relazione di successore (cioé e la piu piccolazietee transitiva e riflessiva contenente l'insieme
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{(x,8(x)) : xOS} di coppie) Tale relazione € di ordine totale. Piu precisaméntebuon ordinamento
cioe é tale che ogni sottoinsieme non vuot8 ammette minimo.

Dim. Per definiziones & una relazione riflessiva. Inoltre
X<y, y<z = [h,m y=s"(x) e z= S"(y) = z=5""(X) = X<z

e questo prova cheé una relazione transitiva. E’ evidente eheontiene l'insieme ,5(x)) : xS} di
coppie), cioé che<s(x). SeR € una relazione di pre-ordine contenentes{k)) : x(0S} e x <y, allora
Un PrecorsoX=x;<X,..X,1<X,=y € anche tale che=x;Rx, ..., X.1Rx=y. Pertanto, per la proprieta
transitiva diR, xRy Questo significa che ogni relazione di pre-ordRmontiene<. Pertantce € la piu
piccola relazione di pre-ordine che contiene lazieine di “essere successore”.

Per provare che vale la proprieta anti-simmetigoajinciamo con il provare che:

(*) per ognix, x* s'(x) per ogninCIN.
Infatti (*) & vero perx = 0 in quanto 0 non € successore di nessun elen®apponiamo che (*) sia
vera pelrx, cioé chex+ s'(x) per ogninCN. Allora, poichés & una funzione iniettiva, sara ance)+
S(s'(x)) = s'(s(x)) per ogninCN. Pertanto (*) & vera anche pgK). Per il principio di induzione
possiamo concludere che (*) é vera per ogis.

Supponiamo ora chey ey<x e chex # y. Allora esistono due interi positivi tali che= S'(y) ey
=g"(X). In questo caso si avrebbe ghe s"*™(y) in contrasto con (*).
Per dimostrare che é totale, dato un elementp consideriamo l'insiem€onfx) = {y 0S: o xsy
oppurey <x} degli elementi confrontabili corx. E’ evidente che [0Confx). Supponiamo che
yOConf(x), allora nel casa<y risulta anche chr<y<s(y) e quindis(y)dJCon{x). Nel casoy<x, cioéx
= s'(y) per un opportuna, alloras(y)<x e quindis(y)dJConfXx). In definitiva abbiamo ch€onfx) =S
e quindi che ogni elemento € confrontabile gon

Per provare che € un buon ordinamento, sfaun sottoinsieme non vuoto 8ied indichiamo con
M linsieme dei minoranti diX. E’ evidente che [OM, pertanto se fosss(X)/M per ognix[IM,
avremmo ché/ = Se quindi tutti gli elementi sarebbero minorantMli Esiste pertantoCIM tale che
s(m)dM. Poichés(m) non € un minorante « € totale, esist&'[0X tale chem< x’<g(m). Cid implica
chem=x'OM e quindi chené& un minimo.

Possiamo concludere questo paragrafo con la segdefihizione

Definizione 8.Chiamiamosistema di numeri naturala struttura algebrice§(<, +, [1z) che si ottiene
definendo in una terna di Pear®s(z,) le operazioni di ordinamento, addizione e maltgtione.

Paradosso:Trovare |'errore nella dimostrazione del segueategma:

Teorema: Tutte le persone hanno la stessa eta

D/

Dimostrazione: Indichiamo cd®(n) I'asserzione “in un gruppo dipersone tutte hanno la stessa et
Passo 151) & ovviamente vera

Passo 2: Supponiamo cB@) sia vera: vogliamo provare cBn+1) é vera. Si& un gruppo com+1

persone e sianB, e P, due persone del gruppo. Allora, dé&tana qualunque persona diversaRda

P, in G —{P} esistonon persone e quindi, per ipotesi di induzioneGir{P} tutte le persone hanno la
stessa eta. In particoldRe ha la stessa eta .

8. Variazioni sul principio di induzione

E’ possibile introdurre il principio di induziongn termini piu algebrici al modo seguente.
Ricordiamo che viene chiamaparte stabiledi una struttura algebricA ogni sottoinsieme di che
contenga gli elementi designati e che sia chiuguetto alle operazioni della struttura. Ad esenipio
un gruppo G, [J',1) una parte stabile & un sottoinsieBiedi G contenente 1 &le che il prodotto di
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due elementi dG’ appartiene ancora@’, I'inverso di un elemento i’ appartiene ancora@'. In
definitiva le parti stabili dic coincidono con i sottogruppi 8.

Proposizione 1.Una struttura algebric&6,z)) soddisfacente 1. e 2. € una terna di Peano g se
ammettez, come generatore, cioe Se la piu piccola parte stabile contenegte

Dim. Owvia perché il principio di induzione afferma prigpche ogni parteX che sia stabile rispetto
all'operaziones e che contenga coincide cort.

Tale modo di rappresentare le terne di Peano sigggelta seguente estensione del principio di
induzione.

Proposizione 2. Sia §hy,..h,z,...Zn) una struttura algebrica avent,...z, come sistema di
generatoriSupponiamo inoltre chié sia una proprieta tale che:

- P & verificata da,,... Zn

- per ogni operazione-ariah; seP € verificata da,... X, allora & verificata d&(x,... X,).

Allora P ¢ verificata per ognt O S.

Esempio: “Principio di induzione” per Z:
Abbiamo gia osservato che la struttuZzs0), doves(x) = x+1, non € una terna di Peano e che quindi
in Z non sarebbe possibile fare dimostrazioni per irmhei Tuttavia se vogliamo provare che una
proposizione vale per ogni elementoZdpossiamo riferirci alla struttura algebricg é., s, 0) dove
si(X) = x+1 es(x) =x-1. Infatti la sottostruttura diZ( s,, s, 0) generata da O coincide cah &, s, 0),
cioé 0 & un generatore della strutturag;, s, 0). Se volessimo formulare un principio di indum
perZ dovremmo quindi dire:
Supponiamo che una propridaia definita inZ e che:

- P e verificata da 0

- seP é verificata dx allora e verificata da+1

- seP é verificata dx allora e verificata da-1.
Allora P e verificata per ognilJZ.
Per visualizzare tale principio supponiamo chezzpeel gioco del domino si estendano all'infinito
sia verso destra che verso sinistra e che siarosesp

A 2 AN ANAN S

/
Y

Supponiamo inoltre che:

- il pezzo0 esploda

- se un pezzx esplode allora fa esplodere i due pezzi vicimgcsia il pezzo successigi(x) che
guello precedentg(x)

allora é evidente che tutti i pezzi esplodono.

Esempio: il principio di induzione in Z/m. Abbiamo gia osservato che la struttuz#ng s, [0]) non e
una terna di Peano. Tuttavia & vero che [0] € urergagore di tale struttura poiché ogni intero modul
m si puo ottenere a partire da [0] ed applicandoarnpcumero di volts. Pertanto in effetti pur non
essendo tale struttura una terna di Peano corgivagere il principio di induzione.
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Il fatto che< sia una relazione di buon ordine consente di $tahiin‘altra forma del principio di
induzione che prende il nomemtincipio di induzione transfinita.

Proposizione 3 (Principio di induzione transfinita) Consideriamo una terna di Pea&s,¢) la cui
relazione d'ordine indichiamo cof ed una proprietéP definita in S Allora se e verificata
l'implicazione

1) P vale per ognk<y = P vale pery

possiamo concludere che

i) Pvale per ognk[S.

Dim. Supponiamo che valga Se per assurdo non fosse vigyaallora I'insiemeX degli elementi db
per cuiP é falsa sarebbe non vuoto e quindi ammettereblminimo x,. Poichéx,/ /X in tale minimo

P sarebbe falsa. D’altra parte per tutti gli elemerdi X, essendx0X, P dovrebbe essere vera. Cio
contrasta con i).

9. L'anello degli interi relativi ed il campo dei razionali.

I numeri naturali sono uno strumento per misurargriindezza di insiemi finiti. Ad esempio la terna
di Peano delle possibili tacche su di un pezzaednd pud avere come scpo il contare il numero di
pecore o il numero dei giorni passati od altro.tdwia esistono tipi di attivita in cui i numeri ogdli

si mostrano inadeguati.

| numeri relativi. Supponiamo ad esempio di dovere distinguere incongabilita i soldi che devono
essere dati dai soldi che si devono ricevere daafdienti. Se la contabilita € tenuta su due ool
avremo una situazione del tipo

Cliente Avere Dare
Carlo 7 5
Luigi 3 6

Ne segue che l'informazione relativa a Carlo é raggntata dalla coppia (7,5), l'informazione retati
a Luigi e rappresentata dalla coppia (3,6). Ciagsugce I'introduzione di un nuovo tipo di numero
costituito da due parti (quindi una coppia) che rmarsignificato diverso. Pertanto partiamo
dallinsieme dei numeri naturalN (compreso lo zero) e consideriamo linsiefd&N. Oltre
all'interpretazione di una coppia in termini di @eb crediti, sono possibili diverse interpretasicAd
esempio possiamo interpretare una coppia)(
- come l'operazione "aggiungere toglierem’.
- come “faren passi avanti eth passi indietro”
- come “applicare una forza di grandezzan una direzione ed una forza di grandemaella
direzione opposta”.
Nell'insieme di coppie definiamo una operazionadilizione ponendo

(n,m) + (a,b) = (n+a, mtb). Q)
Il motivo per cui la somma viene definita in questodo e ovvio. Se si fannopassi avanti edn
indietro e poisi fannoa passi avanti ® indietro, allora globalmente si sono fattta passi avanti ed
nmt+b indietro. La definizione di somma, che e assogatpermette di definire il multipla-esimodi
un elementod,b) come I'elemento che si ottiene sommamdeolte a se stessa la coppab). Cio
permette di scomporre ogni coppm|f) al modo seguente

(m,n) = (m,0)+ (On) = mi(1,0)+nI(0,1).
Se si indica con 1 la coppia (1,0) e con -1 lape®df0,1) possiamo scrivere tale scomposizione al
modo seguente:
(mn) = (M0)+ (On) = mi(+1)+n((+-1).

Piu problematico & giustificare il prodotto perchd,esempio, non ha molto senso moltiplicare passi
avanti con passi indietro. La giustificazione cowum & possibile trovarla nel fatto che noi vogliamo
che il prodotto sia definito in modo che valga tagieta distributiva del prodotto rispetto la soaam
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Proposizione 1.Supponiamo di volere definire una operaziaimeNxN in modo che:
i) valga la proprieta distributiva diispetto a +
ii) il prodotto per 1 lascia immutati i valori (&dl é I'elemento neutro)
iii) il prodotto per -1 = (0,1) commuta la primdaeseconda componente.
Allora I'unica possibile definizione € porre
(n,m) Ha,b) = (harmhbnb+ma). 1)

Dim. Sia- una operazione binaria che verifica le condizipni), iii). Allora
(nm) - (&b) = [(n,0)+(0m)] - (a,b) = (n,0)~ (a,)+(0.m) - (a,b)
a[(1,0)- (a,b)]+mf{0,1) - (a,b)] = nf{a,b)]+m/b,a)
=n&t+mb, nb+tma) = (n,m) [{a,b) .
Viceversa, supponiamo chgsia definita tramite I'equazione (1), allora campo’ di calcoli & facile
verificare che tale operazione verifica i), ii)iig i

Si noti che invece delle condizioni ii) e iii) Sbgs0N0 porre anche le condizioni pit semplici
11=1,%(-1)=-1, (-1)1 =-1, (-1)(-1) = 1. (2
Infatti se si ammettono tali condizioni allora feeproprieta distributiva risultera
(1,0)- (a,b) = (1,0)- [(a,0) + (Ob)] = (1,0)- (a,0) + (1,0} (O.p)
a [(1,0)- (1,0)]+b4(1,0)~ (0,1)]
2 {1,0)+1,0) = @,b)

(0,1) (ab) = (0,1)(a,0) + (0,1)(0,b) = a {{0,1)- (1,0)]+b4{0,1)-(0,1)]
a(D,1)+b(1,0) = b.3).

Proposizione 2.La struttura KxN, +, (0,0)) &€ associativa e commutativa ed amm@j@) come
elemento neutro. Il prodotto € associativo comnwdagd ammette +1 come elemento neutro. Inoltre
vale la proprieta distributiva. TuttavitlXN, +, (0,0)) non & un gruppo e quintixN, +, [J(0,0), (1,1))
non e un anello.

Dim. Ci limitiamo ad osservare che, dato un elememm)(diverso da (0,0), qualunque siah)
risulta che h,n) + (a,b) = (mta, n+b) £ (0,0). Pertanto nella struttur&XN, +, (0,0)) non esiste
I'opposto di (n,n).

Poiché NxN, +, [1(0,0), (1,0)) non € un anello, non puo rappresentanello degli interi relativi. E’
possibile pero ottenere un anello se si effettuapportuno quoziente di tale struttura modulo una
opportuna relazione di congruenza. Tale relaziosaeggerita in modo naturale dalle interpretazioni
che abbiamo dato di una coppia. Infatti, ad esep®ioaturale porren(m) = (n',m’) se faren passi
avanti ednindietro produce lo stesso risultato di fafepassi avanti eth’ indietro. Naturalmente non
possiamo esprimere cio dicendo ¢he m = n-m' poiché sen <m non ha senso N scriveren-m.
Allora viene proposta la seguente definizione:

Definizione 3.Indichiamo core la relazione ilNxN definita ponendo,
(n,m) = (n'Mm) = n+m'=nm+n’. 2)

Proposizione 4.La relaziones € una relazione di equivalenza compatibile casplerazioni di somma
e prodotto ed é pertanto una congruenza delldwtadlgebricaNxN, +, [1(0,0), (1,0)).

Dim. Proviamo che
(nm) = (n')m), (@b) =(@,b) = (n+tanmtb) = (n'+a’m+b’).
Infatti per ipotesn+m'=n+n' eatb’ = b+a’, da cui, sommando termine a termine
n+m+atb' = m+n'+b+a' che equivale a nfantb) = (n'+a' ) m+b’). La dimostrazione della
compatibilita rispetto al prodotto viene omessa. 0

Definizione 5. Indichiamo conZ la struttura quoziente diN&N, + , [J (0,0), (1,0)) modulc= e
chiamiamaoanello degli interi relativitale struttura.
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Precisament& é definita dalle equazioni
[(nm)]={(n",m) | (0\m) = (n,m)}; Z ={[(nm)] | (n,m) [ NxN}
[(nm)]+[(a,b)] = [(n+ta,m+b)] ; [(n,m)] LI(a,b)]=[(na+tmb nb+tma)].

Esercizio.Provare che [(1,0)] € I'elemento neutro rispettpradotto inZ.
Esercizio. Dire perché e sbagliato definire I'operazidnedefinita ponendo f(m)]0[(a,b)] = [(na,
mb)].

Il campo dei razionali. In modo analogo si passa Aal campo dei numeri razionali. In questo caso
consideriamo l'insieme
Zx(2A0}) ={(( p,9) |pLZ, qUZ, q # O}.
L'interpretazione che ora diamo alla copgig) e "moltiplicare pep e dividere peq". In tale insieme
introduciamo due operazioni tramite le eguaglianze
(p.9)*(a,b) = (pb+gaab) ; (p.0)(ab) = (pa,qb). 3
In tale modo viene definita una struttura algebfeZ-{0}), +, [{0,1),(1,1).

Proposizione 6. Nella struttura Zx(Z-{0}), +, [{0,1),(1,1)) le operazioni sono commutative ed
associative, (0,1) e elemento neutro rispetto &l;4) € elemento neutro rispettolaTuttavia tale
struttura non € un campo.

Dim. Poiche p,g)+(0,1) = p1+90, g1) = (p,q), la coppia (0,1) & elemento neutro rispetto la
somma. In modo simile si provano le altre propri&ar provare che la struttura non € un campo
osserviamo che se una coppia (p,q) ammettessestnadiora esisterebbero due interi x ed Yitali
che 0,9)l(x,y) = (1,1), si avrebbe pertanto ce= 1 eqy =1, e quindi p e g sarebbero invertibilidn
Poiché gli unici elementi invertibili & sono 1 e -1, ne segue che gli unici elementi iibiérfp,q) in
(Zx(z-{0}), +, [10,1),(1,1)) sono le coppie (1,1) e (-1,-1), (Le1(-1,1) che ammettono come inverso
se stesse.

Inoltre introduciamo la relazione di equivalenza

(P.9) =(p'9) < pig'=qlp". (4)
La dimostrazione della seguente proposizione Vi@seata al lettore.

Proposizione 7.La relazione= definita in (4) € compatibile con le operazionfidiee in (3) ed e
pertanto una congruenza. La struttu@a+_D,1) quoziente digx(Z-{0}),+, [{0,1),(1,1)) modulc é
un campo che chiamianoampo dei numeri razionali

Dim. Per prima cosa ricordiamo ch@,¢,0D,1) e definita dalle equazioni
[(r.a)] ={(p.a) | @'a) =P} ; Z={(p.a)] | (p.q) T NxN}
[(p.a)]+[(ab)] = [(pbtaa ab)] ; [(p.g)]LI(ab)] = [(pE, qlb)].
0=[01)];1=[11)]
Per provare, ad esempio, che [(p,q)] ammette opposterviamo che [(p,q)]+[(-p,q)] = [(pd-p&Y
= [(0,qq)]. D’altra parte, poiché (0,8 (0,q4d), la classe [(0]q)] coincide con la classe [(0,1)] = 1. In
conclusione I'opposto di [(p,q)] € [(-p,q)]. In sho analogo si provano le altre proprieta di campo.

Problema. Poiché siamo liberi di definire le operazioni in insieme per inventare nuove strutture
algebriche, supponiamo di definire nell'insieme ig@meri razionali I'operazion@ ponendo
n/m O p/g = (n*+n7)/(p™+cP).
1. Dire se I'operazione definita in questo mod@gmutativa.
2. Dire perché é sbagliato chiedersi se I'operazuefinita in questo modo &€ commutativa.

10. I numeri reali tramite le sezioni e tramite lesuccessioni

Piu delicato e il passaggio dai razionali ai re8keguiamo ad esempio il metodo delle sezioni di
Dedekind. L'idea che € alla base del concetto ziose € la seguente. Supponiamo di muoverci
nelllambito di una classés( = ,< , +) di grandezze omogenee in cui sia diasata una unita di
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misurauJG. Allora seg € una grandezza da misurare, un primo tentativaiglirazione consistera nel
prendere multipli successivi difino a raggiungerg. Se si trova un interp tale chepld = g allora &
possibile concludere cheé la misura cercata. Altrimenti si considertale chepll < g <(p+1) e si
dice chep & una misura per difettop+1 una per eccesso di Una misurazione piu precisa si puo
allora avere dividenda in gq parti ed assumendo come sotto-unita di mistira u/g. Ora potrebbe
capitare che per un opportuparisulti chepd' = (p/q)ld = g. In tale caso si concluderebbe che la
misura cercata p/g. Se invece cio non accade allora potremmo lo ateesarep tale che pll’'<g<
(p+1)W’ e quindi /g < g< (p+1)/qL e concludere che/q € una misura per difetto go+1)/q per
eccesso dg. Potrebbe addirittura capitare che g siano incommensurabili, cioé che non esista un
razionalep/q tale cheg=(p/q)ld (come nel caso della diagonale e del lato del quay Allora in tale
caso possiamo comunque considerare l'insigmbei razionali che misurano per difeg@ l'insiemeB
dei razionali che misurano per eccegso

A={plq|PQu<g}, B={p/q]|@a)>g}.
D'altra parte sel e g sono commensurabili, ad esempic= (¢/m)(d, per questione di uniformita di
notazione indicheremo cof l'insieme dei razionali minori diym e conB l'insieme dei razionali
maggiori din/m. In ogni caso viene individuata una coppfBj di insiemi di razionali in cui,
ripetiamo, la prima componente e vista come lim@edelle misure per difetto e la seconda
componente come l'insieme delle misure per eccdska grandezzg. E’ facile verificare che:
a) A e B sono disgiunti (una misura per difetto non pu@essina misura per eccesso)
b) esiste al pitu un solo razionale che non appertalACB
c) xOA ,y<sx= ylA ; xOB,y=x= ylB.
d) A e privo di massimd3 é privo di minimo.
I metodo delle sezioni in un certo senso chiammero reale una coppia di sottoinsiemiQidi
guesto tipo.

Definizione 1.Unasezione del campo dei numeri razior@lina coppiaX,B) di sottoinsiemi dQQ tali
che:

a) A e BB sono disgiunti

b) 0 AUB = Q oppure esiste un razionaléale cheAlIB = Q-{r}

c) XUA,y<x=ylUA ; xUB,y=x= ylLB.

d) A e privo di massimd3 € privo di minimo.

Indichiamo corR I'insieme delle sezioni. Semplici esempi di sezisinpttengono fissando un numero
razionaler e considerando la sezion®,B,) in cui

A={x0Q |x<r} ; B, ={xQ |x>r}
E’ evidente che in questo casolB = Q-{r}. Ponenddi(r) = (A,,B,), si definisce una funziorfe Q —»

R. Questa funzione € iniettiva e permette di ider@ie ogni razionale con una sezione taleAl8 =

Q-{r}. Chiamiamorazionale ogni sezione di tale tipo. Nel seguito indichereomm 1 la sezione

ri={x0Q | x<1}{xdQ | x>1}) e con 0 la seziong = ({x1Q | x<0},{ x 0 Q | x>0}) e cosi via.

D'altra parte esistono sezioni che non sono ditqug®. Ad esempio la coppia
A={x0Q|x=0,x<2}0(-» ,0) ; B={x0Q |x*>2}

che, in un certo senso, rappresenta il num&rod tale cheADlB = Q. Chiamiamoirrazionale ogni

sezione A,B) di tale tipo, cioe tale cha&ldB = Q. In tale senso la classe delle sezioni € una sisten

propria dell'insieme dei numeri razionali.

Problema. Dimostrare che la coppiad8) sopra definita € una sezione e che tale seziomeen
definita da nessun razionale.

Per definire le operazioni aritmetiche tra numeaili; dati due insienX edY, poniamo
X+Y = {x+y | xOX, yOY} ; XY = {xy |xOX, yOIY}

Definizione 2.Chiameremaampo dei numeri reala struttura algebricR = (R,+ ,[J,0 ,1) doveR é
l'insieme delle sezioni ed in cui le operazionaddizione e di moltiplicazione sono definite al mod
seguente
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(AB) + (A,B) = (A+A", B+B") ; (AB)[(A',B") = (AA, BB)
e la relazione< e definita ponendoAB)<(A',B) se e solo se ogni elemento Aliminore di ogni
elemento dB'".

Naturalmente si dovrebbe provare che tali operazianno ancora come risultato una sezione, ad
esempio che la somma di due sezioni & ancora ainse Inoltre si dovrebbe provare che la struttura
definita in questo modo € un campo completo arctiroe Le dimostrazioni di tali proprieta sono
laboriose e noiose e quindi non vengono date.

Una definizione del campo dei numeri reali che étongiu vicina al modo di procedere dei
matematici si ottiene partendo dalle successiomazibnali. Infatti in matematica quando si mangol
un numero reale o lo si rappresenta come espandarmale infinita (quindi come serie di potenze)
oppure, piu in generale, tramite una successioneuiil limite € il numero reale in questione.
Indichiamo allora conQN,+, [JO, 1) la potenza diretta @ con insieme di indicN, cioé la struttura il
cui sostegno & linsien@" delle successioni di numeri razionali ed in cudperazioni sono definite
ponendo

<a> + B> =<t by ;@ (Kb = <ayby>
ed in cui 0 denota la successiors>=conz, costantemente uguale a&d 1 denota la succession,x
conu, costantemente uguale ad uno.

Proposizione 3.La strutturaQ",+, [JO, 1) & un anello unitario che non & un campo.

Dim. Osserviamo che gli assiomi che caratterizzano dressin anello unitario sono tutti espressi
tramite equazioni. D’altra parte se una equaziade per una famiglia di strutture allora vale anche
per il prodotto diretto di questa famiglia. PertaoheQ" sia un anello unitario segue dalle proprieta
generali delle teorie equazionali. Ad esempio,erare la proprietd commutativa della somma, che
si esprime con una equazione del tipy = y+x, osserviamo che
<a,> + <> = <a.t by> = <o, + a> = <b>+ <a>.
Per provare che 0 =z e I'elemento neutro, fatto che si esprime traniigguazionex+0 = X,
osserviamo che
<ay> + <Z,> = <a,t+ 2> = <a,>.

Per provare ch@" non & un campo mostriamo che ammette divisori dei@. Infatti se si
considerano le due successionj><e <b,> definite dall’essere
a, = 1h sen é pari ea, = 0 sen e dispari
b, = 0 sen € pari eb, = 1/h sen e dispari,
allora <a,>[<b,> € la successione costantemente uguale a zeeogléoe,><b,> = 0 mentre &,> #£0
e < >%0.

Per potere ottenere un campo ci riferiamo ad uttastauttura di QN,+, 00,1)

Definizione 4.Chiamiamasuccessione di Cauclw elementor(),oy in Q" tale che:
O&>0 Om Opz2mOozm |rp-rgl<é&
Indichiamo corChl'insieme delle successioni di Cauchy.

Proposizione 5.L'insieme Ch delle successioni di Cauchy & un sottoanelloQ‘.}'i,J(, [J0, 1). Tale
anello ammette divisori dello zero e quindi noméampo.

Dim. Poiché si dimostra che la somma ed il prodottdudi successioni di Cauchy & una successione
di Cauchy,Ch & una parte stabile @" e quindi & ancora un anello unitario. La coppididisori dello

zero mostrata nella proposizione precedente etuitatiia elementi dCh e quindi tale anello ammette
divisori dello zero.

® |l fatto che Q.+, ., 0, 1) non sia un campo non deve stupiraiantp, come si dimostra in teoria dei modelli, la
nozione di campo non si conserva per prodotti tliret
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Definizione 6.Diciamo che due successioni di Cauclaf<e <b,> sonoequi-convergente poniamo
<a,> = <b,> se lim, . |a,-by| = 0 cioe sé&le>00m Up=m |a,-by|<E.

Vale il seguente teorema di cui omettiamo la dimsasbne.

Teorema 7.La relazione di equi-convergenza una congruenza nell'anellGltf+,0D,1). Il quoziente
di (Ch,+,[D,1) modulo= € un campo.

Da notare che invece che alla nozione di equic@®rera possiamo anche riferirci alla teoria degli
ideali in un anello. Infatti se indichiamo cér'insieme delle successioni di Cauchg,.x tali che
lim,_|a,| = O cioe tali ché&le>00m Op=m |agl<e. Allora | costituisce un ideale. Inoltre due successioni
<a,> e {,> sono equiconvergenti se e solo se la loro diffexeappartiene ad

Definizione 8. Chiamiamo campo dei numeri realil quoziente di Ch,+,D,1) modulo= o,
equivalentemente, modulo I'ideale massimdle

11. Una soluzione diversa: i razionali non-standard
Esiste un altro modo di procedere per definire stnattura algebrica che pur contenendo, in un certo
senso, il campo dei numeri reali ha anche numefinitesimi”e numeri “infiniti” ed € quindi molto
piu ricca. Partiamo ancora una volta dall’aneqﬁ (+,010, 1) delle successioni di razionali. Tuttavia
guesta volta:

1. non ci limitiamo alle successioni di Cauchy consagielo la classe di tutte le successioni

2. introduciamo una relazione di congruenza diverdia eégui-convergenza.
L’idea & che si possono identificare due successibe sono uguali in un insieme che ci sembra
“sufficiente”. Ad esempio in matematica esistonae caozioni di “quasi ovunque” che sembrano
adeguate. Infatti diciamo che una proprietéale quasi ovunque quando:
- “é@ sufficiente che P valga ovunque tranne che peingieme finito di elementi”
oppure
- “é@ sufficiente che P valga ovunque tranne che peingieme di elementi di misura nulla”
Se indichiamo cob la classe degli insiemi co-finiti (cioeé complemettitfiniti), allora nel primo caso
possiamo dire ch® vale quasi-ovunque se l'insieme degli elementtunP vale appartiene ad.
Similmente s&J denote la classe degli insiemi che sono complendemsiemi di misura nulla, allora
nel secondo caso possiamo dire che l'insieme eéginenti in cui valé® appartiene atll. In entrambi
i casi la class® soddisfa le seguenti proprieta.
i) XOUeYOU = XnYOU
i) XOU e YOX= YOU.

Vogliamo ora estendere le due nozioni propostégdasi ovunque” nel modo piu generale
possibile.

Definizione 1.Dato un insiemé& chiamiamdfiltro una class& non vuota di sottoinsiemi @tale che
i) XOU eYOU = XnYOU
i) XOUe YOX = YOU

Diciamo che una propriefavale quasi-ovunquén Srispetto al filtroU se {xJS: x soddisfaP} JU.

Esercizio. Fissato un sottoinsiemi di S provare che la clasdg = {X OP(S) : X OA} degli insiemi
che contengond e un filtro (tale tipo di filtro viene dettprincipale). In tale caso una proprieta vale
guasi ovunque se vale almeno per tutti gli elemén#. In un certo senso questo vuol dire che si
considerano importanti solo gli elementiAlie trascurabili gli altri. Pertanto “vero quasi oque”
significa “vero per tutti gli elementi importanti”.

Esercizio.Provare che la classe degli intorni di un puntdittosce un filtro.

’ La tecnica con cui abbiamo costruito il camportdeneri reali & la stessa con cui si costruisceritgletamento di
uno spazio metrico in topologia.
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Definizione 2.DettoU un filtro, neII‘insiemeQN definiamo la relazione binarmponendo
<a,> =<b,> = a,=b, quasi ovunque.

In altre parole poniamoas> = <b,> se e solo se{[IN: a,= b,} OU.

Teorema 3.La relazione= & una congruenza nella struttu@d' (+ 0,0 ,1). Il relativo quozienteQ/=
,+,000,1) e un anello.

Dim. La proprieta riflessiva e simmetrica vengono “#edd” dalle corrispondenti proprieta
dell'uguaglianza. Infatti, poich®& U risulta che fi ON : a,= a,})= N OU e quindi @,> = <a,>.
Poiché f OON : a,= b} = {n ON : b, = a,} vale la proprieta simmetrica. Per provare la pieta
transitiva, supponiamo cheg = <b,> e <b,> = <¢,>, cioe che i N : a,= b} 00U e {n ON : b,=
Cnt OU. In tale caso, poiché

{nON:a,=c} O{nON:a,=b}n{nON:b,=cy}
possiamo asserire cha {IN : a,= ¢,} U e quindi che &> = <c,>.

Per provare che e una congruenza, supponiamo chg>< <a’',> e <b,> = <b’>, cioé che fi

ON:a,=a',}dU e {nON: b,=b’,} 0U. In tale caso, poiché

{nON:atb,=a',+ b’} O{nON:a,=a',}n{nON:b,=b"}
possiamo concludere chez+<b,> = <a’,> + <©’,>. Esattamente nello stesso modo & possibile
provare ches € compatibile con il prodotto.

Infine il fatto che il quoziente@'/= ,+ 0,0 ,1) sia un anello deriva dal fatto che il pagsa a
quoziente di una struttura conserva tutte le pet@prche si possono esprimere tramite equazioni.
Poiché gli assiomi di anello sono espresse twtmite equazioni, il quoziente di un anello e anaora
anello.

In generale non & detto ch@N=, +,0, 0, 1) sia un campo. Ad esempio consideriantittrib dei
cofiniti e le due successioniag> e <> definite dall'essere

a, = 1h sen é pari ea, = 0 sen e dispari

b, = 0 sen e pari eb, = 1/ sen e dispari,
Allora [<a,>][kby>] = [<a>Eby>] = [<ayBy>] = [0] con [<a.>] # [0] e [<b>] # [O].
Per evitare un tale problema dobbiamo considenafétto che contenga o I'insieme dei numeri pari o
'insieme dei numeri dispari in modo che risultiech [<a,>] = [0] oppure [d,>] # [0]. Piu in
generale, poiché possiamo definire due succesaiaidghe per ogni sottoinsierdadi N ponendo
a,=1hsenOXea,=0senOX
b,=0seneOX eb, = 1hsendX,
e evidente che per evitare che ci siano divisdlodero dobbiamo supporre che per ogni sottoinsiem
Xrisulti XOU oppure-XOU. Cid conduce alla seguente definizione.

Definizione 4 Diciamo che un filtro proprity € unultrafiltro se per ogni sottoinsieme
i) o XOU oppure-XJU.

Esempi banali di ultrafiltro sono gli ultrafiltririmcipali generati da un singoletto che si ottergoine
prendendo un elementoin Se poi considerando la clasgg = {X OP(S : x(OX}. Non e facile dare
esempi intuitivi di ultrafiltri che non siano priipali. Infatti la dimostrazione della loro esistandene
effettuata mediante l'assioma della scelta e namite I'esplicita esibizione di un esempio.
Enunciamo solo il teorema che esprime una tal¢éesgia.

Teorema 5.Esiste un ultrafiltro che estende il filtro dei iciti e tale ultrafiltro non e principale.

Teorema 6.SeU & un ultrafiltro allora il quoziente diQ* ,+ ,0,0 ,1) modulo= & un campo che
denotiamo co® .

Dim. Per provare ch€ & un campo supponiamo cheafx] sia un elemento d" diverso da zero.
Allora, poiché lo zero dQ € la classe determinata dalla successione costanternguale a zero,
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sappiamo cher{N : a, = 0}JU. Poiché per ipotedi &€ un ultrafiltro, cid comporta che{IN : a, #
0}0 U. Definiamo la successionds> ponenddy, = 1/a, sea, # 0 eb, = 1 altrimenti. Allora, poiché
{nON: a,[B, = 1}{nON : a, # 0}0U, risulta che fiCN : a,[0, = 1}00U e quindi che [&,>][kb,>] =
[<a.b>] = [1]. Ci0 prova che [&,>] € invertibile.

Definizione 7.Supponiamo chél sia un ultrafiltro non principale, allora il cam@ prende il nome
di campo dei numeri razionali non standard

Sia il campo dei razionali che quello dei realuligno essere ucampo ordinatpcioé un campo in
cui esiste una relazione d'ordimecompatibile con le operazioni di somma e prodoRossiamo
anche inQ" definire una relazione d’ordine trasmettendo laziene di ordinamento tra successioni
definita in Q" al quozienteQ'. Purtroppo mentre sappiamo bene che cosa & umguemza e come
effettuare il quoziente per una struttura algebéicaquanto problematico definire che cosa si debba
intendere per congruenza e per quoziente quandarabla che fare con una relazione d’ordine. Un
modo semplice é tuttavia quello di ricondurre lziooe di ordine ad una operazione come avviene in
teoria dei reticoli (si veda l'ultimo capitolo).fhtti in un reticolo viene definita una relaziorierdine
ponendax < y se e solo selly = x. Allora consideriamad come reticolo rispetto le operazianaxe

min. Tali operazionpossono poi essere estese al prodotto di€@ttottenendo un reticolaQ", min,
may. Infine vale la seguente proposizione.

Proposizione 8.Dato un ultrafiltro, la relativa relazione di eqaienza= € una congruenza nel
reticolo @Q", min, max) ed il quoziente@"/=, min, max) di tale reticolo & ancora un reticolo. Pertanto &
definita in Q"= una relazione d’ordina ponendo [&,>] < [<b,>] se e solo se B>] O[<b,>] =
[<a,>]. Tale relazione d’ordine pud essere definitah@noonendo:

[<a,>] < [<b>] = a&,< b, quasi ovunque.

Dim. La prima parte della proposizione si prova comdandimostrazione del Teorema 3. D’'altra
parte
[<ap>] < [<b,>] = min{a,,b,} = a, quasi ovunque- a, <b, quasi ovunque.

Una aspetto particolarmente interessante di un cadg razionali non standard € che non e
archimedeo.

Teorema 9. Se l'ultrafiltro U contiene il filtro dei cofiniti allora il corrispatente campd” dei
numeri razionali non standard € un campo ordinato archimedeo che estende il campo dei numeri
razionali.

Dim. Consideriamo la successionged il corrispondente numero iperreale®qd. Allora preso un
qualunque inter risulta che fiN : n® < p} & finito e quindi che HON : n? > p} & cofinito. Poiché
abbiamo supposto cHé contiene tutti i cofiniti, tale insieme appartieagé U. Questo prova che |l
numero iperreale ] = p[[L] = [p] qualunque sig.

Nota: L'analisi non standard. Il campo dei razionali non standard non forniscenaniera diretta il
campo dei reali che noi vorremmo costruire. Defiaituttavia qualcosa che in un certo senso equivale
al campo dei reali. Infatti, dato un numero reasta @,),on Una successione di Cauchy rappresentante
r. Allora a tale successioqmssiamo associare il razionale non standged),on ] che, in un certo
senso, rappresentaPer meglio dire, H,).on ] € un razionale non standard chiafenitamente vicino
adr dove é possibile dare una definizione rigorodaldi espressionéa questione € complicata e non
viene affrontata in questo paragrafo che ha conmowstopo quello di fare intravedere un universo
nuovo ed interessante che & quello dakilisi non standard

Il campo dei numeri reali non standard viene difiesattamente con la stessa tecnica con cui
abbiamo ottenuta la struttur@/= ma partendo dalle successioni di numeri reali @ dalle
successioni di razionali.

In altre parole vale il seguente teorema.
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Teorema 9.Sia U un ultrafiltro che contiene il filtro dei cofinig definiamo inR" la relazione=
ponendo
<a,>=<b,> = {n0ON:a,=b,}0OU.
Allora = & una congruenza nella strutturRY (+,0,0 ,2). Il relativo quoziente@“/z ,+ [0 ,1) éun
campo che prende il nome chmpo dei numeri reali non-standart@iale campo € ordinato rispetto
alla relaziones definita ponendo
[<a;>] < [<b>] = a,<b,quasi ovunque.

La presenza di infiniti ed infinitesimi permettegrpfare un esempio, di definire il limite di una
funzionef(x) per x che tende all'infinito direttamente come il valatef in un numero infinito. Un
integrale indefinito & effettivamente una sortesdinma infinitaria. La derivata € il rapporto traedu
infinitesimi e cosi via. Cid spesso fornisce meteldiganti e naturali per dimostrare teoremi in iahal
matematica. Un tale modalgebrico” di trattare I'analisi prende il nome Analisi non standard
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LETTURE

Esponiamo un breve racconto di Zavattini che ircero senso parla dell'infinito e dell'operatore di
successore. L'episodio del colpo di cannone dehgiprima puo essere visto come il fatto che per un
cardinale infinitox accade ch&+1 =x (si veda il capitolo successivo sulla cardinalita).

Gara di Matematica
Cesare Zavattiniktre libri, Parliamo tanto di me Bompiani - cap. XVI pag. 48,49,50

E’ un ricordo della mia infanzia. Abitavo a Gottaagel dicembre del milleottocentosettanta. Mio
padre ed io giungemmo all’Accademia quando il plesie Maust stava cominciando l'appello dei
partecipanti allaGara Mondiale di MatematicaSubito babbo andd a mettersi fra gli iscritti dop
avermi affidato alla signora Katten, amica di falaigSeppi da lei che il colpo del cannone di Pombo
il bidello, avrebbe segnato I'inizio della storicantesa. La signora Katten mi racconto un episodio,
ignoto ai piu, intorno all’attivita di Pombo. Costsparava da trent'anni un colpo di cannone per
annunciare il mezzogiorno preciso. Una volta seandimenticato. Il di appresso, allora, aveva dpara

il colpo del giorno prima, e cosi di seguito finaael venerdi del milleottocentosettanta, Nessuno a
Gottinga si era mai accorto che Pombo sparavdpbadel giorno avanti.

Esauriti i preliminari, la gara ebbe inizio allaepenza del principe Ottone e di un ragguardevole
gruppo di intellettuali.

“Uno, due, tre, quattro, cinque... " Nella sala svado soltanto le voci dei gareggianti.

Alle diciassette circa, avevano superato il ventesmigliaio. Il pubblico si appassionava alla nebil
contesa e i commenti si intrecciavano. Alle diciawe) Alain, della Sorbona, si accascio sfinito.

Alle venti, i superstiti erano sette.
"36767, 36768, 36769, 36770..."

Alle ventuno Pombo accese i lampioni. Gli spetiat@ approfittarono per mangiare le prowviste
portate da casa.

‘40719, 40720, 40721...”

lo guardavo mio padre, madido di sudore, ma tenkaesignora Katten accarezzandomi i capelli
ripeteva come un ritornello: 'Che bravo babbo haia me non pareva neppure di avere fame. Alle
ventidue precise avvenne il primo colpo di sceladgébrista Pull scatto:

"Un miliardo "
Un oh di meraviglia corono l'inattesa sortita; si resttitcol fiato sospeso.
Binacchi , un italiano, aggiunse issofatto:

“Un miliardo di miliardi di miliardi.” Nella salascoppio un applauso subito represso dal Presidente.
Mio padre guardo intorno con superiorita, sorrite signora Katten e comincio:

“’Un miliardo di miliardi di miliardi di miliardi d miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di mliardi
di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi dimiliardi di miliardi di miliardi di miliardi...’

La folla delirava: "Evviva, ewiva." La signora Kah e io, stretti uno all'altro, piangevamo
dall’emozione.

“...di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi d miliardi di miliardi.’

Il presidente Maust, pallidissimo, mormorava a rpaxre, tirandolo per le falde della palandrana:
'Basta, basta, le fara male.’ Mio padre seguitéaamente:
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“... di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi...” A poco a poco la sua voce si smorzo, I'ultimo
fievole di miliardi gli usci dalle labbra come un sospiro, indi si dtébafinito sulla sedia. Gli
spettatori in piedi lo acclamavano freneticametiteprincipe Ottone gli si avvicind e stava per
appuntargli una medaglia sul petto quando Gianma&thi urlo:

"Piu uno!"

La folla precipitatasi nell’emiciclo porto in triém Gianni Binacchi. Quando tornammo a casa, mia
madre ci aspettava ansiosa alla porta. Piovewmbbo, appena sceso dalla diligenza, le si gettie tr
braccia singhiozzando: "Se avessi detto piu duei aimto io."



