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CAPI TOLO 9 indice

GENERARE | TEOREMI DI UNA QUALUNQUE TEORIA

1. Altre regole di inferenza
Nel capitolo precedente abbiamo definito la nozidneistema inferenziale corretto cioe un
sistemaAl di assiomi ed un sistema di regole di inferenzecpevalga I'implicazione
Tra =>TEa.
Tale implicazione afferma che se se si e prowatdiora a risulta vera in tutti i modelli dT.
Inoltre abbiamo proposto un sistema inferenziale she dimostrato adeguato per teorie
particolarmente semplici: i programmi. In quest@it@o ci proponiamo obbiettivi piu
ambiziosi perché vogliamo definire sistemi inferi@lizhe si applichino a tutti i tipi di teorie
e che siano “adeguatamente potenti” cioe tali cheevificata I'altra implicazione
Tea=Tral
Naturalmente per fare in modo che tale implicagisia valida dobbiamo fornire il nostro
sistema inferenziale di un numero sufficiente dote di inferenza e di assiomi lodici
Cominciamo con I'esplorare alcune possibile regbl@ferenza. Molte si possono ottenere
a partire da ovvie equivalenze logiche. Ad esenipiseguenti due regole derivano dalla
legge della doppia negazione

~(=(a)
a

(regola di--introduzione) (regola di--eliminazione)

_a
= (=(a))
Le seguenti esprimono la proprieta commutativaadadingiunzione e della disgiunzione

af  ([-commutativa) atp (-commutativa)
Bla p0a

Queste sono relative alla disgiunzione.

-qa; af ([Feliminazione) a [Fintroduzione)

B allp

Da notare che se si é provated a—f, cioe ¢ ), allora possiamo asserire anchea e
(= @) e quindi per la regola di-eliminazione, possiamo asserjteln altre parole la regola
di [Feliminazione permette anche di definire MP e quiquesta regola di inferenza puo

! Da notare che non & affatto scontato che questenga Infatti a sinistra dell'implicazione viene
coinvolto I'universo, enorme, di tutti i possibitiodelli. A destra ci si riferisce alla applicaziogieun
numero finito di regole di inferenza ed ad sempdistema di formule logicamente vere.

%In queste note non cerchero di ridurre al minimauinero di regole ed assiomi. Invece abbonderd in
regole di inferenza. Questo perché vorrei arriaadefinire una nozione di dimostrazione che sia non
troppo lontana da quello che viene fatto dai matmina quali usano continuamente regole di
inferenza e modi di “riscrivere” le formule gia distrate. Da questo punto di vista la nozione di
dimostrazione viene messa sullo stesso piano d&nsi di riscrittura che abbiamo proposto nei
capitoli precedenti per la riduzione a forma noemal
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essere considerata una regola derivata.
Accettiamo anche un paio di regole relativié. a

a;p

o (regola delld}Fintroduzione)

(regola di(*Feliminazione)

atlp
a

Da notare che tali regole permettono facilmenterdvare che

Trallf = Trae TrHp.
Esistono anche regole relative ai quantificatod. drincipale e la regola di generalizzazione
che abbiamo gia citato a cui affianchiamo una @gbl particolarizzazione. Chiameremo
queste regole di-introduzione dJ-eliminazione, rispettivamente

Ox(a)
a(t)

(regola diC-introduzione) (regola diCJ-eliminazione)

a
Ox(a)

dovet & un termine chiuso. Infine accettiamo una regolatctbduzione dil]

% (regola diC-introduzione)
Altre regole che spesso vengono usate si basanfatsuiche per i matematici il "simbolo”
con cui viene indicata una variabile quantificatan tha importanza. Ad esempio la formula
Ox1Oxo(X1tX=xotX;1) ha lo stesso significato della formulagIx(Xs+Xx=X+X3) (nel senso
che sono logicamente equivalenti ed entrambe esponia proprietd commutativa. E’
possibile precisare questo fatto al modo segué@ttemiamosimili due formulea(x;) e a(x;)

se la prima formula contiene occorrenze liberg dsattamente in quei posti in cui la seconda
possiede occorrenze liberexgdi Ad esempio sono simili le formulg(xz) = [IXx(Xa+X2=Xo1X3)

e a(X)=[x(X1+X2=Xo+X1) perché nella prima formula la variabkg compare in tutti e soli i
posti in cui compare; nella seconda. Introduciamo allora le seguentle=di inferenza che
prende il nome di “rinonima delle variabili” e ceeapplica a coppie di formule simii(x) e

a(x) :

X a(x) (xa(x)  (regola di rinonima delle variabili)

x5 a(x) [ a(x)

Una coppia di regole utili sono le seguenti cheoslegate alla riduzione di una formula a
forma normale prenessa.

Ox(a—)) a—[x())
e Ll /R — 7 regole della forma normale prenessa

a—1x()) Ox(a—)) (reg P )

dove viene supposto che@ sia una formula chiusa. Infine si ammette che iéme degli
assiomi logiciAl contenga almeno tutti gli esempi di tautoldgaache se poi di fatto ne

® Ricordiamo che un esempio di tautologia & una ftaraudella logica del primo ordine che si ottiene
considerando una tautologiedel calcolo proposizionale classico e sostituendi@scuna variabile
proposizionale una opportuna formula.
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useremo solo poche. Nel seguito decideremo quatiati formule conviene mettere Al*.
Possiamo ora ricavare il seguente fondamentaterten

Teorema 1.1.(Teorema di Deduziong. Consideriamo un sistema inferenziale correttoule
regole di inferenza sono quelle elencate in qupatagrafo. Allora per ogni teorite per
ogni formula chiusar risulta

THat -8 = Tra-p.

Dim. Dobbiamo dimostrare che:
esiste una dimostraziovli S sotto ipotesiTl{ a}
= esiste una dimostrazione di a—# sotto ipotesiT.

Procediamo per induzione sulla lungheredi 7z Se la lunghezza della dimostrazione é 1
allora sono possibili i seguenti due casi:
1./ é un assioma logico oppure appartierie kn tale caso, tenendo conto che per la regola di
(Fintroduzione dgs é possibile dedurre o], abbiamo chel + a—p e la proposizione e
dimostrata.
2. B coincide cona. In tale casar —f coinciderebbe con la formule— a che, essendo un
esempio di tautologia, e sicuramente un teorenTa di

Supponiamo ora che# 1 e che il teorema sia vero per tutte le dimogiradi lunghezza
minore din. Poiché abbiamo gia esaminato il caso infpossa essere un assioma logico
oppure appartenereTa supporremo chg sia stato ottenuto tramite una regola di inferenza.
E’ necessario allora esaminare tanti casi quamte koregole di inferenza.
- B e stato ottenuto perteliminazione dalle formule: y e 5. Allora poiché tali formule
sono state dimostrate con dimostrazioni di lunghenmore din per ipotesi di induzione
risultera chel +a —-y e T+ a—()f)f). Pertanto esistono due dimostrazienie 7z di tali
formule. Ne segue che per provaré + a — S e sufficiente osservare che la formuta (
—= P—((a—(yJB))—(a—p)) € un esempio di tautologia e quindi un assiomatngi
- & stato ottenuto per generalizzazione da una farwinl 77e quindig = [x()). Allora per
ipotesi di induzione sappiamo cAer a— )y e quindi per generalizzazionet+ [Ox(a—)).
L’'applicazione della prima regola della forma nolenprenessa permette allora di dimostrare
cheT+ a—0x()).

Per le altre regole di inferenza si prosegue idoranalogo.

2. Una condizione perché un sistema deduttivo siaficientemente potente
Per potere definire una semplice condizione pewrhsistema deduttivo sia sufficientemente
potente, introduciamo la nozione di consistenza.

Definizione 2.1.Diremo che una teori& & contraddittoriao inconsistentse esister 1L tale che
Tra e TrAa.

“ Si osservi che se mettiamo tutti gli esempi didkmgia in Al allora potremmo ridurci ad accettare
MP come unica regola di inferenza. Ad esempio trattésempio di tautologiar - - (adf) ed una
doppia applicazione di MP possiamo ottenere tettaskerzioni che si ottengono tramite la regola di
(Fintroduzione. Invece tutte le asserzioni che sispoo ottenere tramite le regole di eliminazione
possono essere anche ottenute tramite MP e gliptsitautologiaallf— a e allf—p.
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Una teoria non contraddittoria si dizansistente

Le teorie inconsistenti creano un collasso dell@apf deduttivo nel senso che a partire da
una teoria inconsistente tutte le asserzioni somostrabili.

Teorema 2.2. Le seguenti proposizioni sono equivalenti.
a) T e contraddittoria

b) ogni formula puo essere dimostratd in

c) esiste una formulatale cheT + alha.

Dim. a) = b) Supponiamo che esista una formaltale cheT - a e T+ - a e sianor e 75
due dimostrazioni dir e di = a, rispettivamente. Allora, dettg una qualunque formula,
essendoa- (- a- f) una tautologia, mettendo una dopo l'altiae 7 ed applicando due
volte MP abbiamo ch& S.

b) = c) Owvio.

c) = a) SeT + alk a allora per le regole di-eliminazione risulta ch&+ae T+ -a. 0

Il teorema di deduzione consente di dimostrare lehaozioni di deducibilita e quella di
inconsistenza sono una riconducibile all'altra.

Teorema 2.3.Data una teoria consistented una formula chiusa,
TO{-a} inconsistente = Tt a.

Dim. Se TO{-a} é inconsistente allora ogni formula puo esserevata in tale teoria e
pertanto TO{- a} +a. Essendar chiusa, per il teorema di deduzione sara afichea - a.
D'altra parte la formula~{a- a) - a € un esempio di tautologia, pertanto per MP passia
concludere cheT +a.

E’ evidente che s& + g alloraTO{-a} + a e TO{-a} + -a e quindi cheTO{-a} &
inconsistente. 0

Da notare che per provare le due proposizioni sppgte non € necessario chélrci siano
tutti gli esempi di tautologie ma solo quelli utitati nel corso della dimostrazione. Pertanto e
sufficiente supporre ch&l contenga tutte le formule del tipo:

a-(a-p).

a—a

(a—p—((a—(y-p))—(a—p))

(ra-a)-a
Non proseguiremo oltre in tale tipo di osservazioree chiaro che ogni volta che proviamo
un teorema che riguarda il nostro sistema infeed@zpossiamo allungare I'elenco degli
esempi di tautologie che ci servono. In questo mpaksiamo evitare di considerare tutti i
possibili esempi di tautologie.

Torniamo al problema fondamentale da cui siamtitpaioé di fare in modo che il nostro
sistema inferenziale sia corretto e completo. patdlema si puo ricondurre ad un altro che
appare piu semplice. Ricordiamo che una teoridcgi sbddisfacibilese ammette almeno un
modello.
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Teorema 2.4.Supponiamo che un sistema inferenziale sia talepgveogni teorid,
T consistente= T soddisfacibile.
Allora tale sistema € corretto e completo.

Dim. SiaT una qualunque teoria ed osserviamo che inveceoslape I'equivalenza
Tra = TEra
possiamo provare I'equivalenza
nonTra < nonT Ea < esiste un modello di in cui a e falsa.
D’altra parte,
nonT+ a < TO{-a} consistente
e quindi dobbiamo provare
TO{- a} consistente = T [0{ -~ a} ammette un modello.
Ma tale equivalenza abbiamo supposto che valgagp@rteorial e quindi anche per la teoria
T=T0O{-a}.

Ne segue che ora il nostro compito € trovare utersia inferenziale in cui sia possibile
provare I'equivalenza

T consistente= T ammette un modello.
Per un lato di tale equivalenza non ci sono problem

Proposizione 2.50gni teorial che ammette un modello é consistente.

Dim. Supponiamo ch& ammetta un modellg e supponiamo, per assurdo, che le formule
a e - g siano dimostrabili ifT. D’altra parte. poiché il nostro sistema inferatezié corretto,
cio comporterebbe chEE a eT k- a. Poichél € un modello diT, ne seguirebbe cHe- a el
E= @. e Ci0 e assurdo poiché una formula non puo eslsgee vera nello stesso modello.

E’ invece molto piu complicato provare il viceversame che ogni teoria consistente ammette
un modello. Esporremo tale dimostrazione nei proisgaragrafi.

3. Modelli di Herbrand associati ad una data teoria

Abbiamo visto chél nostro compito €, data una teoria consistéhteostruire in qualche
modo un modello dT. Una via ragionevole sembra quella suggerita daitggrammazione
logica in cui sono coinvolti i modelli di HerbrahdPiu precisamente abbiamo viskcd un
programma per costruire il minimo modello di Heridadi T & sufficiente considerare |l
modello determinato dall’insieme dei fatti che salmostrabili a partire d&. Allora appare
naturale considerare la seguente definizione.

Definizione 3.1.SiaT una teoria, allora chiamiamiaterpretazione di Herbrand associatdla
I'interpretazione di Herbrand definita dall'insie®éi fatti deducibili daT:

S= {r(tl,...,tn) O B.C |T F r(tl,...,tn)}.
Indichiamo corit una tale interpretazione.

®> D’altra parte abbiamo gia provato che se una teamanette un modello allora ammette anche un
modello di Herbrand (in una estensione opportundimguaggio). Quindi il fatto di concentrarci sui
modelli di Herbrand non e restrittivo.
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Purtroppo, a differenza del caso in u un programma positivo, in generale non é detto ch
I+ sia un modello di. Ad esempio consideriamo la teoria

T={r(a), r(b), x(=r(x)},
alloraltr non € un modello dT. Infatti 'universo di Herbrand si riduce @&,p} e, essendd
Fr(a) eT r+r(b), necessariamentg(r) = {a,b} e quindi Cx(-r(x)) e falsa. Cido € conseguenza
del fatto che, in un senso che preciseremo, laatsbria “non ha sufficienti nomi”. Infatti se
al linguaggio si aggiunge una terza costaradiora ({a,b,c}, I1) € un modello di Herbrand di
T. Questa osservazione suggerisce la seguenteézitim

Definizione 3.2.Diremo che una teori@ hasufficienti nominel linguaggioL se risulta, per

ogni formulaa,
T+ [Xa(X) = esiste un termine chiusdale cherT + a(t).
Diremo cheT & sintatticamente completae ogni formula o & dimostrabile o & confutabil@.in

In altri termini, T ha sufficienti nomi se ogni volta che puo esséneodtrato inT che esiste
un elemento per cui vale la proprieta allora nel linguaggio esiste un "nome" per tale
elemento (cioe un termine chiuso che lo denotaki $€ecetta questa proprieta allora si spera
che nell’universo di Herbrand esista abbastanzanadt per costruire un modello @i Da
notare che poiché I'implicazione inversa si ottiér@gnite una applicazione della regolaHi
introduzione, I'implicazione presente nella defiaie 2.2 in realta € una equivalenza
TrIXa(X) < esiste un termine chiusaale cheT + a(t).
Da osservare che nel capitolo 8 abbiamo gia dimtsthe sé¢ € un modello di Herbrand
allora vale I'equivalenza
| EXa(x) < esiste untermineld U(L) tale chd E a(xi/t).
che invece di coinvolgere una teoflige la relazione sintattica coinvolge il modelld e la
relazione semantica

Proposizione 3.3.SeT € una teoria completa allora
TrLy < T+ [ oppureT ky

Proof. Supponiamo ch& + Sya chef non sia un teorema di. Allora, poicheT é
completa deve essere un teorema @i formula- S. Applicando la regola dil-eliminazione
alle formulefye - B, otteniamo chg/e un teorema df.

Supponiamo cheT + S oppureT + pallora per le regole diintroduzione ed eventualmente
le regole relative alla commutativita dj otteniamo ch&@ + Sly.

Proposizione 3.4.Sia T una teoria con sufficienti nomi, consistente e plata e siar il
modello di Herbrand ad essa associato. Allora gar formula chiusar

ltka =« Tra (3.2)
Pertantdt & un modello dT.

Dim. Dimostriamo (3.1) per induzione sulla complesdita.

® Ricordiamo che abbiamo definito gia la nozionelage di semanticamente complethe si riferisce alla
relazione semantica e non a quella sintattica Poiché si dimostrera, con il teorema di complesiezhe tali
relazioni coincidono, la nozione di semanticamea®pleta e sintatticamente completa di fatto caioio.
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Sia a uguale alla formula atomiadts,... t,), allora, per il modo come é stata definit),
It E r(tl,...,tn) = (t]_,...,tn)D IT(r) = Tt r(t]_,...,tn).
Sia a del tipo Sy e supponiamo che (3.1) sia vera geg ). Inoltre osserviamo che per le
regole dil}+introduzione e diteliminazione risulta ch& + Sy se e solos&+ SeTF
Allora, risulta che
Itefdy « Iy efeltey e TrReTry <« Tr[Oy.
Siaa del tipoSUy, e supponiamo ch@.1) valga perfe y. Allora, essendd completa,
THAy < TrpoppureTty < TELoppureTEy < TE LSOy
Inoltre,
Ity <« Iy LB oppurelr Ey < Tk LG oppurelTt+ y = T+ [By.
Siaa uguale a- S, allora abbiamo che
Tr-f < nonéverochér g
Infatti, per l'ipotesi di consistenza pé&rrisulta che daT + - segue che nof + £, per
l'ipotesi di completezza abbiamo che da fior £ segue chdl + - B. Utilizzando allora
l'ipotesi di induzione peg, risulta che
It k=8 = noneverochkrfB < nonéeverochgrpf = Tr-p.
Infine siaa la formulalXS3(x), allora, poichd & con sufficienti nomi,
I+ EXB(X) = It £ B(t) per un opportuno termine chiuso
= T+ At) per un opportuno termine chiuso
= T XB(X).
Dove la prima equivalenza vale per la proposizidredel Capitolo 8, la seconda per ipotesi
di induzione, la terza per I'ipotesi per cliiha sufficienti nomi. Abbiamo pertanto provato
(3.2).
Concludiamo osservando che per ognilT risulta cheT ra e quindi, per quanto
dimostratoJt £ a . Questo prova chie € un modello dT. 0

4. 1l teorema di completezza di Godel
Una volta che abbiamo provato che ogni tedr@on sufficienti nomi, consistente e completa
ammette un modello, non resta che cercare di eduma qualunque teoria a tali condizioni.

Proposizione 4.1Se {[)non € Una successione crescente di teorie consistdiotia la teoria
T = O.onTn € consistente. Inoltre ogni teoria consistehtsi pud estendere ad una teoria
consistente e completa.

Dim. Per provare ch& = U,oy Ty € consistente supponiamo, per assurdo,Tcher(h a.
Allora dovrebbe esistere una dimostraziond o+ a che utilizzi gli assiomi dil, e quindi,
dettoF I'insieme delle formule inl utilizzate in 77 F sarebbe un insieme finito tale che-
alk a. Ma allora, per il Lemma 3 del secondo paragrafioCGhpitolo 3,F sarebbe contenuto
in una delle teorid, e quindiT,  all ain contrasto con I' ipotesi di consistenza per

Sia oraay,a,,... una enumerazione di tutte le formule chiuskefniamo una successione
T1,To,...,Th,... di teorie per ricorsione ponendlg= T, e (una volta che si sia definitg)

T, O {an} sea,e consistente cofy,
he1=
Th altrimenti.
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Per costruzione ognuna di tali teorie € consistgr@ganto per quanto ora dimostrato la teoria
T =Unon Th,

€ una estensione consistente Tdi Per provare la completezza @i consideriamo una

qualunque formula chiusae supponiamo che = a, allora i casi possibili sono due:

- la teoriaT,{ an} € consistente; allora, appartiene d,.1 € quindi ar’

- la teoriaT,0{ an} non & consistente, allora, per la proposizior® Py + ma, € quindi inT’

e possibile provare la formutaay,. O

Il seguente lemma prova che se la costamten €& presente in una teofiiaed e stata provata
la formula a(c) sotto ipotesiT, allora la proprietér vale per qualunque elemento. Questo
perché a tutti gli effetti la costantéha assunto il ruolo di variabile.

Lemma 4.2.Siac una costantel una teoria nelle cui formule non compared a(x) una
formula con una variabile liberain cui non compare. Allora seT + a(c) sara anchd +

Oxa(x).

Dim. Sia rruna dimostrazione della formutgc) sotto le ipotesil. Nelle formula di tale
dimostrazionec non puo essere presente in una ipotesi. Pertartocpmparire solo in un
assioma logico o come conseguente nell’applicazdingna regola di inferenza. Syauna
variabile che non compare m allora se sostituiamo irrad ogni occorrenza dila variabile
y, 77si trasforma in una dimostrazione, sotto le ipofesdella formulaa(y) che si ottiene
sostituendoy a c. Applicando la regola di generalizzazione abbiagunmdi cheT + Oya(y).
Naturalmente, essendtya(y) simile allxa(x), abbiamo anche chier Oxa(x). 0

Proposizione 4.3 Data una teoria consisteriteel linguaggial € sempre possibile ampliare

L con opportune costanti in modo chai possa estendere in una teoria completa contaste
e con sufficienti nomi.

Dim. Quello che vogliamo fare & ampliare il linguagdice la teorial in modo che, data

una proprietaa, non appena sia possibile dimostrare che esiselamento per cui vale,
allora ci sia un "nome't per cui sia possibile provare(t). Cio si ottiene non solo
aggiungendo opportuni nomi (cioé costanti) ma aregando opportunamente tali nomi alle
proprieta esprimibili nel nuovo linguaggio. Il "tren" che vogliamo applicare € quello di
associare ad ogni formula(x) con una variabile liber& una "nuova" costante e di
aggiungere alla teorid la formulaxa(x) - a(c). In tale modo se dovesse risultare che
Xa(x) € un teorema allora, per MP, sarebbe possihiteogirare anchex(c). Possiamo
vedere questa attivita come creazione di nuovi ndimbggetti man mano che si scopre
l'esistenza di tali oggetti. Naturalmente si dewseee attenti al fatto che i nomi siano
veramente nuovi e che quindi non compaiano giaisebrso gia fatto.

Piu precisamente procediamo al modo seguente.

Aggiungiamo ad£ un nuovo insieme numerabile di costaftie chiamiamoZ il
linguaggio cosi ottenuto.

Indichiamo conm(x;), ax(%2), . . . una enumerazione di tutte le formuleZdiche hanno al
piu una variabile libera (abbiamo indicato canla variabile libera dia; se tale variabile
esiste).
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Costruiamo una successianec,, . . . di costanti distinte, scelte@) in modo che:
- la costante&; non appartenga alla formuéa
- la costante, non appartenga alle formudg, a»

- la costante, non appartenga alle formuig,a, . . . m,

Indichiamo conT,, la successione di teorie che si ottiene ponendo
To=T e Th=Th10{ X - an(Cn)}-
Proviamo, per induzione sy che per ognn la teoriaT, € consistente. Infatti cio e vero per
ipotesi nel casa = 0. Supponiamo chE,; sia consistente e, per assurdo, che
Th = TraO{ a0 — an(Cn)}

non lo sia. AlloraTl,.1-—{X.an - an(cn)} € quindi per owvii passagdini F ((Xnan) [ an(Cn)
da cuiTpi F [(X.an(Xn) € Tha F an(Cn). Ora la condizione per cai non appartiene alle formule
m,Qo, . . . @ assicura che, € una costante che non comparé&qin e quindi per il lemma 3.2
che Tpa F DX an(X,) e pertanto chd,-—[X,an(X,). Cido e in contrasto con lipotesi di
consistenza péfl,.; e con il fatto che abbiamo gia provato dhe F[X,an(Xn).

Consideriamo la teori@ = O,onTy. Avendo dimostrato che ogni teofiaé consistente, ne
segue che anche é consistente

SiaT°un completamento di. Non é difficile provare ch& & consistente, completa e con
sufficienti nomi. 0

Teorema 4.4.SiaT una teoria, allora vale la seguente equivalenza:
T é consistente- T e soddisfacibile.

Dim. Sia T consistente e si&° una estensione di consistente completa e con sufficienti
nomi. Allora per il corollario 3.6 esiste un moaetli Herbrand diT® e quindi diT e cio prova
cheT e soddisfacibile. L'implicazione inversa e ovvia. 0

Tale teorema prova che le condizioni espresseedaéma 2.4 sono verificate e quindi che
vale il seguente teorema di completézza

Teorema 4.5.(Teorema di Completezza) Per ogni tedriad ogni formula chiusa risulta:
TEa -« Tra.

Il teorema di completezza fornisce un significaémantico alla relazione di deducibilita e
quindi permette di trovare esempi di teorie coesist teorie inconsistenti, teorie complete e
teorie incomplete. Ad esempio sia la teoria dei gruppi e sid,=T:[0{ a1} dove a; € la
formula O Do (X txe=xotX1) (a1 esprime il fatto che non vale la proprieta commugat

La teoriaT, e consistente poiché esistono gruppi non commutatn esempio € il gruppo
G(9S delle permutazioni su di un dato insie@€gruppo simmetrico). La teori&, non é

"Tale teoria si ottiene aggiungendd da successione di formulé,a, — a,(c,) e quindi contiene, per

ogni formulaa;, anche l'informazionec'é un elemento per cui vade (se un tale elemento esiste)".

® Tale teorema, che & uno dei primi e piti import@aiemi di logica matematica, & stato dimostratd 829 da
Kurt Godel nella sua tesi di dottorato.
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completa, infatti indichiamo camagdn) la formula

DX X, . [n((XeZEX2) . . L% # X))
esprimente l'esistenza di un numero di elementigioag din, allora € immediato che sia
T,0{magd1000)} cheT,[0{-magg1000)} sono consistenti in quanto esiste sia umelo
della prima teoria che uno della seconda. Infinesateriamo la teorid,[1{ ~magd4)} che e
la teoria dei gruppi non commutativi con meno dattyo elementi. Tale teoria € inconsistente
poiché in essa e possibile provare sia che nonl@gleoprieta commutativa (per l'assiommg
sia che in essa vale la proprieta commutativa r@dieono che tutti i gruppi con un numero
primo di elementi sono ciclici e quindi commutalivi

5. Alcune conseguenze del teorema di completezza.
Una prima conseguenza immediata del teorema di letezza € il seguente teorema che
mostra come ogni teoria che ammetta un modellomaeite anche uno finito o numerabile.

Teorema 5.1.Consideriamo un linguaggio del primo ordine coeniita il cui alfabeto sia
finito o numerabile, allora ogni teoria consistemt@mette un modello normale finito o
numerabile.

Dim. Sia T consistente, allora esiste modello di Herbrand/), 1) di T. PoicheU(L) e

numerabile, il quoziente normale di((), 1) € un modello diT che ha dominio finito o
numerabile. 0

Ricordiamo che il sistema di assiomi che si us@enerale per la teoria dei numeri reali
comprende anche l'assioma di completezza che mah grimo ordine. Infatti tale assioma,
nell'affermare che ogni sottoinsieme inferiormefitaitato ammette estremo inferiore,
"quantifica” sui sottoinsiemi e non sugli elemendi pone allora il problema se sia possibile
proporre una altro sistema di assiomi che sia delgordine. Il seguente corollario dice che
la risposta € negativa e che ogni sistema di assibensi possa proporre ammette anche un
modello non isomorfo al campo dei numeri reali.

Teorema 5.2.Non esiste una teoria del primo ordine capaceadatterizzare una struttura
matematica che abbia la potenza del continuo. tticpkare non € possibile assiomatizzare
nella logica del primo ordine il campo ordinato dameri reali o la geometria euclidea.

Dim. Data una strutturd(l) non esiste una teoria del primo ordihehe abbiald,l) come
unico modello (a meno di isomorfismi). Infatti, esdoT soddisfacibile € anche consistente e
quindi deve ammettere un modello finito o numerbilale modello non puo essere isomorfo

aD,l). 0
Abbiamo gia provato il teorema di compattezza padsager la teoria degli ultraprodotti. Il
teorema di compattezza si puo provare anche comeediata conseguenza del teorema di
completezza.

Teorema 5.3.(Teorema di compattezza). Siaina teoria, allora
T ammette un modello= ogni parte finita dT ammette un modello.

Dim. Poiché la nozione di soddisfacibilita coincide oguella di consistenza, possiamo
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provare tale equivalenza per la consistenza. Suamaonche ogni parte finita dI' sia
consistente, allora non puo accadere che esidtde cheT + all-a. Infatti in tale caso
esisterebbe una dimostraziomesotto ipotesiT di ol a. Detto F l'insieme di ipotesi
coinvolte in7z F sarebbe un sottoinsieme finito ™tale che- + alh a. 0

Teorema 5.4 Esiste un campo ordinato non archimedeo.

Dim. Consideriamo la teorid dei campi ordinati, aggiungiamo al relativo linggamgla
costantei ed in tale linguaggio consideriamo la tecfiache si ottiene aggiungendoTa
I'insieme infinito di assiomi del tipo
i>1
i>1+1
i>(1+1)+1

che indichiamo in breve carl, i>2, >3, ... Allora ogni parte finit&in di T ammette un
modello. Infatti sian il piu granden tale chel >n sia inFin. Allora il campo dei numeri reali
in cuii sia interpretato con un numero maggiora érnisce un modello diCJZ.

Dal teorema di compattezza segue il seguente t@orem

Teorema 5.5.SiaT una teoria e supponiamo che per ogni natural& ammetta modelli di
cardinalita maggiore o uguale adalloraT ammette anche un modello di cardinalita infinita.

Dim. Per ogni intera esiste una formula che asserisce che esistono almetementi

diversi tra loro. Infatti basta considerare la fatan
. aln = [Xg..... % (= (X=x%2) O = (X1=X3) I ... (Xo=X3) (1 = (Xo=X4) 1. . .).

SiaT la teoria che si ottiene aggiungend®d questo insiemi infinito di formule. Allora, data
una parte finitaFin di T esistera un valore massimotra le formuleal, presenti inFin. E’
chiaro che ogni modello di con un numero di elementi maggiorendisara un modello di
Fin e quindiFin & soddisfacibile. Ma poiché soddisfacibile implicansistente possiamo
ricavare cheFin & consistente. Ma allora ogni parte finitaTdié consistente e quindi &
consistente. In conclusiofié ammette un modello che ovviamente sara infinito.

Proposizione 5.6Esiste un anello infinito che possiede divisoriaekro.

Dim. SiaT la teoria che si ottiene aggiungendo alla teorglidmelli 'assiomal X[y(x+
O0y+ OXly=0). Allora tutti gli interi modulom conm non primo sono modelli di tale teoria.
Pertanto per il teorema ora dimostrato esiste udeffminfinito diT.

6. Il sistema di assiomi di Peano per l'aritmetica.

Con il teorema di completezza abbiamo visto chstesin processo meccanico che permette
di produrre tutte e sole le conseguenze logichenddato sistema di assiomi. E questo un
punto a favore della logica matematica che permigtten certo senso, una meccanizzazione
del processo inferenziale. Tuttavia esistono ndidwniti alla logica matematica che sono
stati posti in rilievo dal logico Kurt Godel nel 3®@. Per esaminare tali limiti riferiamoci ad
una teoria molto elementare, la teoria dei numaeri. Il primo sistema di assiomi per i
numeri naturali fu proposto da Dedekind nel 1901eedoto sotto la denominazione di
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Sistema di postulati di Peano perché proposto amtzhdPeano qualche anno dopo ed
indipendentemente. Si considerano strutture neldouninio D e definita una operazione
unarias : D - D dettasuccessored in cui esiste un particolare elemento, dett@ denotato
da 0. Si postula che

P; 0#s(X) (zero non e successore di un numero naturale)

P, s(X) =s(y) - x=y (numeri che hanno lo stesso successore coincidono

Ps per ogni sottoinsiem, se 01X e "x[IX implica s(x)JX" alloraX=D.
Questo ultimo assioma € noto cort@incipio di induzione"e spesso viene espresso in
termini di "proprieta definite irD" piuttosto che per sottoinsienX di D. In tale caso si
enuncia dicendo che data una proprietiefinita inD, se

-Pvale per0
e

- dal fatto cheP valga pemn si puo dedurre chie vale anche pes(n+1),
allora é possibile asserire cRén) vale per tutti i possibilin.

Spesso i modelli del sistent, P,, Ps; di assiomi vengono anche chiaméerne di
Peano"

Possiamo vedere una terna di Peano anche comstmutiaira algebricaSs,0) con una
operazione unariae un elemento “designat@’tale che siano verificati gli assiomi P1, P2 e
I'assioma

P; 0 & un generatore della struttugs,0)

Infatti la condizioneP; significa appunto che s¢ € una sottostruttura generata da 0 allora
coincide conS. Questo modo di interpretare una terna di Peammeige di dimostrare il
seguente teorema che, se si accetta la teoria idsgmi, la teoria delle terne di Peano &
sodisfacibile e quindi consistente.

Teorema 6.1.1I sistemaPy, P,, P3 di assiomi ammette un modello se e solo se eaiste
insieme infinito.

Dim. Per prima cosa ricordiamo che un insiege infinito se e solo se & equipotente ad
una sua parte propria, cioé se e solo se esistdumz@ne iniettivaf : S -~ S che non é
suriettiva. Supponiamo ora che la struttubgs0) sia una terna di Peano, allora da P2 si
ricava ches e una funzione iniettiva, da P1 ch@on e suriettiva. Pertanf® € un insieme
infinito.

Viceversa, si& un insieme infinitof : S -~ Suna funzione iniettiva non suriettiva rglun
elemento diS che non appartienefés). Allora la struttura algebriceBf,xp), pur verificando
P1 e P2, non é detto che sia una terna di Peagocbi® verifichi anche la condizione P3.
Tuttavia se consideriamo la sottostruttura algabifexo>f, %) di (Sf,X)) generata dag
I'assioma P3& verificato in modo owvio. O

Si noti che poiché abbiamo una tecnica di tipo pdisiso per trovare la sottostruttura
algebrica generata da un dato sottoinsieme, possapplicare tale tecnica per definire in
modo piu diretto una terna di Peano. Definiamottnfaperatore algebricbl ponendo

H(X) = XOf(X).
Allora <xp> il minimo punto fisso dH contenentep} e risultera N = Uyon H"({ Xo}). D’altra
parte
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H'({xo}) = { %0.f0x0)}, H ¢ XoD={ X0, f(X0), f(f(x0))}, . . -
pertantoN e costituito dagli elemerts, f(Xo), f(f(Xo)), f(f(f(x0))) - - . .
In ogni terna di Peano é possibile "fare delhaeitica” al solito modo. Ad esempio
possiamo definire un operazione di addizione trameitequazioni
xt0 =x ; xts(y) = s(xty).
ed una operazione di prodotto tramite
X0 =0 ; XS(y) =xy+x.

Teorema 6.2.La teoria (del secondo ordine) delle terne di Beawcategorica, cioe tutte le terne
di Peano sono isomorfe tra loro.

Dim. Siano §sz) e (S's'z’') due terne di Peano, allora possiamo definirerjpersionela
funzionef : S— S'ponendo
f(z0) =20 ; f(S(¥) = S(f(x)).
Tale funzione, che per il principio di induzionepsova essere ovunque definita, € per definizione
un omomorfismo. Non é difficile provare poi chee un isomorfismo, cioe che é iniettiva e
suriettiva.

Volendo formalizzare la nozione di terna di Peaalta logica del primo ordine, dobbiamo
considerare un linguaggif il cui alfabeto finitoA consiste di
- una costante 0 (per denotare lo zero),
- un nomes per denotare il successore
- un nome + per la somma
- un nomeper il prodotto.
Gli assiomi sono i seguenti.
Al 0#3(X)
(zero non & successore di un numero naturale)
A2 S(X) =s(y) - x=y (numeri che hanno lo stesso successore coincidono
Inoltre, per ogni formularin £
A3  a(0O)OOx(a(X) - a(s(X))) - Oxa(x) (principio di induzione).
Si noti che A3 in realta € uno "schema di assioaifappresenta infiniti assiomi che si
ottengono considerando tutte le possibili formale Invece P3 € un unico assioma del
secondo ordine. E’ importante d’altra parte sattdire la grande differenza tra il principio di
induzione come e espresso da A3 e quello comeressspda P3. Infatti P3 & ovviamente piu
potente poiché si riferisce a tutti i possibiliteatsiemi diN (che sono in quantita maggiore
del numerabile) mentre A3 si riferisce solo a quagliemi che siano rappresentabili da
formule in £ (che sono in quantita numerabile). Ne segue cime mgdello di P1-P3 € un

modello di A1-A3 ma, come vedremo, il viceversa nafe.

Proposizione 6.3.Nessuna teoria del primo ordine che ammetta ume tdi Peano come

modello e categorica. In altre parole la nozionenglinero intero non e caratterizzabile al
primo ordine. In particolare ogni modello di P1-83in modello di A1-A3 ma il viceversa
non vale.

Dim. Si procede in modo simile a quanto fatto per dimawstche esistono campi ordinati
non archimedei. Sid una teoria del primo ordine che abbia come modefia terna di
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Peano, aggiungiamo al linguaggio Tila costante ed in tale linguaggio consideriamo la
teoriaT che si ottiene aggiungendd dinsieme infinito di assiomi del tipo

i>1

i>1+1

i>(1+1)+1

che indichiamo in breve carl, i>2, >3, ... Allora ogni parte finit&in di T ammette un
modello. Infatti siamil piu granden tale che >n sia inFin e consideriamo un interpretazione
che si ottiene a partire da una terna di Peangoirg&andad con un numero maggiore ah. E’
subito visto che tale interpretazione & un mod#llein.

Nel seguito indicheremo cdBil sistema di assiomi A1-A3 piu gli assiomi peddntita.
Naturalmente se si ammette la costruzione insieaigiresente nella dimostrazione della
proposizione 6.1 allora si ottiene un modell&di cio prova ch& é consistente. Ma il punto
di vista di Hilbert & proprio di fare a meno det#eria degli insiemi e, piu in generale, della
semantica. Infatti Hilbert vuole presentare tutta rhatematica come una sistema di
manipolazione del materiale linguistico e quindpene come fondamentale il problema di
provare, con metodi finitistici, la consistenzaSliun altro problema, ovviamente, € quello
della completezza. Ogni asserzione riguardanténietica pud essere sempre provata o
confutata nella teori& ?

7. 1l fallimento del programma di Hilbert: i teoremi limitativi di Godel.

Nel 1930 il matematico Kurt Godel dimostro che ibgramma proposto da Hilbert non
poteva essere realizzato nemmeno per una teoriglisentomeS € cid a causa di due
teoremi, che rappresentano una tappa fondamergala patematica. Tali teoremi pongono
in questione proprio i due punti sopra indicati@ebnsistenza e della completezza.

Proposizione 7.1(Primo teorema di Godel) S&é una teoria consistente abbastanza potente
da rappresentare i numeri interi all@& incompleta. In altre parole esiste una forngutzne
non puo essere confutata o provata.

Dim. Non esporremo una dimostrazione rigorosa limib@né fornire l'idea che e alla
base di tale dimostrazione. Partiamo dalla famodam@mia che si ottiene considerando
l'asserzione

¥="i0 sono una proposizione falsa".

Allora

y vera= yfalsa ; y falsa= y vera
e pertantg/non puo essere ne vera ne falsa. Alla base datdleomia sta il fatto chgé una
proposizione che parla di se stessa, cioé si nwaifguello che viene chiamato un
"autoriferimento”. Ora una prima "rozza" dimostmag del primo teorema di Godel si ottiene
partendo dall'asserzione

¥ ="io sono una formula che non & un teorem8&8'di

Allora ovviamente, ammesso cpisia una formula del linguaggib,

seSt+ yalloraynon e un teorema &
seSt-y alloraye un teorema &

e pertanto n§r né la sua negatay possono essere teoremiSie cio comporta anche che
vera).
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Per potere formalizzare quanto sopra detto, € sadesche sia possibile il fenomeno
dell'autoriferimento, abbiamo cioé bisogno di fadere comé possa "parlare di se stesso".
In particolare, perché quel termine "io" abbia sedsve essere dato un nome all'interno del
linguaggio £ di tutte le formule diL. Inoltre deve essere definita una formularche
significhi "essere teorema". Per fare ci0 comin@aton l'osservare che

1. - ogni numero naturale ha un "nome" corrispotelént.

Infatti a zero corrisponde il termine 0, ad unteiimine s(0) e cosi via. Inoltre

2. - € possibile codificare le formule i

Cioe e possibile associare ad ogni formglan numero intero detto numero di codicegdi
Cio puo essere fatto in vari modi, ad esempio digono che ogni formula € una parola
sull'alfabeto finitoA di £. Si pu0 associare allora in un modo qualunquegmd letteral DA

un numerog(l) e poi ad ogni parola...a, in tale alfabeto il numerp,%®J1.p%@" essendo
P1, P2, . - la successione dei numeri primi. Poiché fammula € anche una parola, in tale
modo ad ogni formula viene assegnata un numerovic8gersa si ha un numenolo si puo'
"decodificare” in una formula procedendo ad una stmmposizionen = p,""... B, in
prodotto di successivi numeri primi. 8@),...h(n) sono codici di letteray,...a, in A, cioe se
d(ay) = h(2), . . .g(a,) =h(n), e se la parola;...a, € una formula di, allora assumeremo tale

formula come decodifica ain. Altrimenti assumiamo per convenzione chaia decodificato
(ad esempio) nella formufa.

3. Ad ogni formulag di £ pud essere assegnato un "noei(g) in L.

Cio si ottiene considerando il termine chiw$g) che rappresenta il numero di codicegdi
4. Si puo dare un numero di codice ad ogni dimaiires in S
La cosa non e difficile poiché una dimostrazion® mssere vista come una sequenza di
formulea,a, . . . @, e tale sequenza € una parola nell'alfabeto cbiisne aggiungendo ad
A il simbolo ",". Si puo pertanto procedere allessio modo di quanto si é fatto per la
codifica delle formule.
5. Ad ogni dimostrazionerpud essere assegnato un "now{ed,
Come nel caso delle formule basta considerarenlite chiuso che rappresenta il numero di
codice dirz
Detto questo si dimostra (ma noi non lo dimostrigietee in L esiste una formul&r(x,y) il
cui significato € chex € (un numero di codice di) una dimostrazioney ddella formula
codificata day). Piu precisamente si assume Eteverifica la seguente proprieta

" St ¢ se e solo se esiste un termine chiusde cheSt Pr(t,c(g)) ".
Infine si prova l'esistenza di una formyldale cheS+ y ~ (= [XPr(x,c())). La formulay
asserisce proprio quello che volevamo, cioé che

"io sono una formula che non & un teorem&'di

Supponiamo ora cheg sia dimostrabile, allora sarebbe dimostrabile anehxPr(x,c())) e
quindi non potrebbe esistere una dimostraziong i S Supponiamo invece chey sia
dimostrabile, allora sara dimostrabile $hanchexPr(x,c())). Cid comporta che esiste un
termine chiusat per cuiPr(t,c())) e pertanto che esiste una dimostraziong: diCio € in
contrasto con l'ipotesi di consistenza fer

Corollario. Esiste una asserzione dell'aritmetica che purnéssesera non puo essere
dimostrata; in altre parol& non e abbastanza potente da permettere di prdutee le
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proposizioni vere dell'aritmetica.

Dim. Detta¢ la formula indecidibile, nel modello naturale dmitmetica sara verg oppure
- ¢. Nel primo casgp € una proposizione vera che non puo essere dia@strel secondo
caso la stessa cosa si puo direpgr

- Commento al primo teorema. Naturalmente si potrebbe pensare di ovviare a tal
inconveniente aggiungendo &lopportuni assiomi. In realta il teorema continuzatere
anche se si considerano sistemi piu potentiSdi Per essere piu precisi chiamiamo
sufficientemente potente una teoria che contéhgadoe in cui siano dimostrabili gli assiomi
di S Sono teorie sufficientemente potenti sia quelle i ottengono semplicemente
aggiungendo ad nuovi assiomi, sia quelle, come la geometria deelie la teoria degli
insiemi, al cui interno sia possibile definire,un certo senso, I'aritmetica. Inoltre chiamiamo
"assiomatizzabile” una teoria il cui sistema dii@®$ sia decidibile, cioe esiste un
procedimento effettivo per decidere se un assigopardéiene o meno al sistema. Ovviamente
ogni teoria con un numero finito di assiomi & aseitizzabile (ad esempio la teoria dei
gruppi). La teoriaS & un esempio di teoria assiomatizzabile con itifessiomi. Allora é
possibile provare la seguente versione "piu foud primo teorema.

Ogni teoria assiomatizzabile che sia sufficienteimegrotente non € completa, cioé ammette
una proposiziong indecidibile.

Pertanto nessun tentativo di assiomatizzare I'atit@ pud avere un completo successo e, per
quanto ricco sia il sistema di assiomi propostoistess sempre una proposizione

Y

dell'aritmetica che non e "catturata" da tale miste

Nota. Se si toglie l'ipotesi di decidibilita per i sistedi assiomi considerati, allora il teorema
non e piu valido. Infatti sel €& linsieme delle formule vere nel modello nateral
dell'aritmetica, allord e una teoria sufficientemente potente completa.

Il secondo teorema di Il seguente teorema afferman certo senso, che la consistenz8 di
non puo essere provata all'interno della stessatgo

Teorema 7.2. (Secondo teorema di Godel). Esiste una fornfDtms che asserisce la
consistenza dbtale che, s&é consistente alloif@non puo provar€ons.

Non accenneremo alla dimostrazione del secondertemrci limiteremo solo ad osservare
che la formulaCons; di cui si parla coincide con la formutd XPr(x, )y [1 J)

che asserisce la non esistenza di una dimostraziethe contraddiziong/[k ). Pertanto
anche per il secondo teorema la possibilita diréfetimento € essenziale.

Commento al secondo teorema.ll secondo teorema di Godel afferma che per pela
consistenza dB dobbiamo necessariamente utilizzare strumentippitenti di quelli diS
Poiché sembra ragionevole assumere che ogni meliodarattere finitista sia riproducibile
allinterno di S cio significa che non € possibile dimostrarecteerenza dell'aritmetica
elementare con metodi finitisti.

Anche in questo caso il teorema vale per ogni éesuificientemente potente. Si osservi che,
di fatto, gia prima delle scoperte di Godel i maatim avevano rimandato la questione della
consistenza di una teoria a quella di un'altraiagoiti potente. Infatti il metodo classico con
cui si provava e si prova la consistenza di unade® quello di costruire un modello di tale
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teoria utilizzando materiale (cioé modelli) fornda altre teorie. Ad esempio

- che il sistema di assiomi della geometria eueligi@ consistente si mostra costruendone un
modello a partire dall'insieme delle coppie di numesali.

- che la teoria dei numeri reali (cioe la teoria@®mpi completi archimedei) sia consistente si
prova costruendone un modello a partire dal camgimato dei numeri razionali (ad esempio
con il metodo delle sezioni) ed utilizzando alcstmumenti della teoria degli insiemi

- il campo dei razionali a sua volta puo esserérgibs tramite gli interi relativi che a loro
volta sono definibili in termini di numeri naturali

- i numeri naturali, infine, possono essere costall'interno della teoria degli insiemi. In
definitiva la consistenza di ogni teoria matematcguo rimandare alla consistenza della
teoria degli insiemi.

—Il secondo teorema confuta la speranza di Hildefoter provare la consistenza di teorie
"forti" che coinvolgono l'infinito attuale tramiteiso di metodi finitisti.

8. La teoria degli insiemi ed il paradosso di Skofa

In questo paragrafo descriviamo brevemente la pimosa assiomatizzazione della teoria
degli insiemi, quella proposta da E. Zermelo e sssiwvamente perfezionata da A. Fraenkel.
Il inguaggio del primo ordine che viene usato ceme

- un simbolo di relazione binaria (detta "appartenenza"),

- un simbolo di relazione binaria (detta "inclusione”)

- una costantél (per l'insieme vuoto),

- un simbolo di funzione;{s;(x) denota il singolettox})

- un simbolo di funzione,s(s(x,y) denota l'insiemexy})

- un simbolo di funzion® (P(x) denota l'insieme delle parti x)

- un simbolo di funzion& (U(X) denota l'unione degli elementix]i
La teoria € costituita poi dai seguenti assiomi.

Assioma di estensionalitéAfferma che due insiemiedy con gli stessi elementi coincidono.
Oz(zOx = z0y) - x=y.

Assioma dell'insieme vuotaSpecifica chél denota un insieme che non ha elementi.
Ox(=(xa0)).

Assioma della coppia non ordinat8pecifica che,fx,y) denota l'insiemexy}.
Oz(zOsx(xy) < (z=X)0(z=y)).

Assioma dell'unione.
(YOU(X) - O(Ckz(zOxyOz)).

Assioma dell'inclusione
Xy « Oz(zOx- z0y).

Assioma dell'insieme delle parti
ZOP(X) « zOXx.

Schema di assioma di separazior&iaa una qualunque formula del linguaggio della teoria
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degli insiemi, allora I'assioma di separazionet(dahche assioma di isolamento) afferma che,
dato un insieme, a "isola" all'interno dix il sottoinsiemey degli elementi verificantr, (in

altri termini dataa edx, z = {y(x | a(X)} € un insieme.

OxCy(Dz(z20y « zOxOa(x)).

Assioma dell'infinito. Tale assioma assicura l'esistenza di un insiafireto.
[(2(O 0z OOx(xOz - s(x)0z)).

Schema di assioma di rimpiazzamento Afferma che l'immagine di un insieme tramite una
funzione e ancora un insieme. Nel seguifgy) € una formula con variabili libereedy. La
formula consiste in una implicazione il cui antesmetg afferma che definisce una funzione
univoca, il conseguente afferma chexse un qualunque insieme allora esiste un insigme
che é il codominio dk.

OxOyOy'(a(x,y)da(xy) - y=Y) - OxyOz(zOy - O(tOxOa(t,2)).

Quanto detto per il sistenfaper l'aritmetica elementare vale anche per talede Infatti
I'insieme vuoto e la funzione s permettono di aostruna terna di Peano e cio significa che
anche la teoria di Zermelo-Fraenkel e soggettaiaitdoremi di Godel. Un altro limite di tale
teoria (e per qualunque sistema che si propongagsomatizzare la teoria degli insiemi) é
noto sotto il nome dParadosso di Skolem

Teorema 8.1. (Paradosso di Skolem). Se la teoria di Zermelerikal e consistente allora
ammette un modelldl numerabile.

Dim. Ricordiamo che ogni teoria del primo ordine ammaett modello di Herbrand e che tale
modello é finito o numerabile. 0

Il paradosso nasce dal fatto che se z &€ un insiefimto (la cui esistenza é assicurata dal
relativo assioma), allora € un teorema della tediridermelo-Fraenkel la formula che afferma

"non esiste una funzione biettiva tkhe $(z)". Pertanto e provabile una formutache

afferma l'esistenza di un insientenon numerabile. Allora pur essendid un modello
numerabile della teoria degli insiemi, esisteMnun insieme non numerabile; cosa questa
alquanto strana. In realta il paradosso e soloreppapoiché la formula asserisce solo che
allinterno del modelldM non esiste uno "strumentb'(cioé una funzione) capace di mettere
in corrispondenza biettiva i numeri naturali con Cid non toglie che un "osservatore
esterno”, quello che utilizzando il linguaggio casce il modello di Herbrandl, possa
essere in possesso di tale strumento. Un esempioosiicavare se si confronta il punto di
vista costruttivista con quello classico. Infatila teoria della decidibilita si prova I'esistenza
di sottoinsiemi dN che non sono effettivamente enumerabili (pur eks@nmerabili). Allora
nell'universo del matematico costruttivista in esiste sold\, le parti decidibili diN e le
funzioni computabili si puo provare che esistonsié@mi non (effettivamente) numerabili.
D'altra parte, ad un osservatore esterno che zdilla teoria usuale degli insiemi, in tale
universo tutto e finito o numerabile.

La situazione e simile a quella presente nel mod#lKlein della geometria Euclidea. In tale
modello, interamente contenuto in un cerchio dahgpieuclideo, un uomo situato all'interno
del modello non puo raggiungere la frontiera comumero finito di passi. Infatti i suoi passi
divengono sempre piu piccoli man mano che si amgiaila frontiera. In tale senso il modello
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non e limitato. Ma, ad un osservatore appartenainteondo euclideo che guardi dall'esterno
il modello di Klein il modello appare ovviamentamitato ed un numero finito di passi
"euclidei" permette di uscire dal cerchio.

9. La deduzione come ricerca di un punto fisso.

Abbiamo visto quando abbiamo considerato teoriggientome i programmi, che la nozione
di deduzione si puo ricondurre a quella di ricedtcan punto fisso di un opportuno operatore
di “conseguenza immediata’ln questo paragrafo vogliamo osservare che aneheaso piu
generale e possibile fare una cosa simile.

Definizione 9.1. Chiamiamo operatore di conseguenza immediatamperatore C
P(L) - P(L) definito ponendo, per ogni insieme di formiXle
C(X) =XO{B| a- LOX, aOX} O{ Ox(a) | aOX} DAl

In altre paroleC(X) e ottenuto aggiungendo xd

- le formule inAl,

- le formule derivate per modus ponens da due ftamu,

- le formule ricavate per generalizzazione da wnanila diX.

C(X) puo essere visto come l'insieme delle consegueinzesi possono ricavare §a'in un
solo passo". Osserviamo che un insieme di formuie punto unito dell'operatof@se e solo
se e chiuso rispetto le regole di inferenza e eos#l.

Proposizione 9.2.C & un operatore algebrico. Pertanto, per ogni mnsiX di formule, il
minimo punto unito dC contenent& e dato da:

D(X) = UnEIN Cn(X)

Proof. E’ immediato cheC(X)[IX e cheC &€ monotono. Supponiamo cfelC(X), allora:
- sef X, alloragd C(X;) conXs = {5}
- sefe ottenuto peMP daa- S0 Xe a UX, allorag 0 C(X;) conX; = {a,a- [}
- sef =0x(a) conallX, alloraff0C(Xs) conXs = {a}.
In tutti e tre casiX; € un sottoinsieme finito dX tale cheSOC(X;). Cio prova cheC e
algebrico. 0

Definizione 9.3. Chiameremooperatore di deduzion€operatoreD che associa ad ogni
insiemeT di formule il minimo punto unit®(T) di C contenentd'.

Si noti che per definizionB(T) e il piu piccolo insieme contenerifeed Al che sia chiuso per
MP e generalizzazione.

Proposizione 9.4Per ogni insieme di formule,
Xra = alD(X).

Dim. Proviamo, per induzione siche

al1C"(X) = esiste una dimostraziomedi a con ipotesi inX.
Pern = 0 abbiamo ch@{IX e quindi possiamo porrguguale alla successione che si riduce
alla formulaa assunta come ipotesi. Supponiamo l'implicazioma pern e cheaJC™(X) =
C(C"(X)), allora per la definizione di sono possibili i seguenti casi.
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- aJC"(X), allora I'esistenza dié assicurata dall' ipotesi di induzione
- esiste una formulé tale ches - aJC"(X) e pOC"(X). In tale caso per ipotesi di induzione
esiste una dimostraziong di f-a ed una dimostrazionegs di f con ipotesi inX.
Concatenandagg con 76 ed aggiungenda otteniamo una dimostrazione diil cui ultimo
passo é giustificato dal modus ponens.
- esiste una formul®C"(X) tale chea= [X(f). Per ipotesi di induzione esiste una
dimostrazionesr di f con ipotesi inX. Aggiungendo arr la formula [X(5) otteniamo la
dimostrazione cercata.
- alJAl. Allora la formulag assunta come assioma logico, & una dimostrazioae d
In maniera analoga si prova per induzione she
esiste una dimostraziardi a di lunghezzan = alID(X). O



