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CAPITOLO 8 indice
GENERARE | TEOREMI DI TEORIE SEMPLICI

1. Come costruire un sistema inferenziale corretto
SiaT una teoria, cioe un qualunque insieme di formeteg una formula, allora ricordiamo
che si dice cher € una conseguenza logica @j in breveT £ a, quando ogni modello di
verifica a. Ad esempio s@& e la teoria dei gruppi allorlik a significa chea é una proprieta
che é verificata da tutti i gruppi. Ora se ci pomaail problema di stabilire effettivamente ge
e una conseguenza logicaTdil procedimento suggerito da tale definizione serddquanto
difficile da applicare. Infatti dovremmo:

1. prendere tutte le possibili interpretazioni digdo linguaggio

2. considerare solo quelle che sono modelli dethaiaT

3. verificare che ciascuno di tali modelli verifida formulaa.
E’ evidente che una tale impresa risulta impossiaihche perché la classe delle possibili
interpretazioni di un linguaggio ha una grandeziza ¢a oltre le capacita umane. Allora e
necessario trovare un’altra via e chiedersi se:

esiste un metodo effettivo capac di stabilire, data teoria T ed una formula,
sea & una conseguenza logica di ‘T ?

Ora esistono strumenti adatti ad un tale scopo sdm® utilizzati dagli uomini da tempi
immemorabili:_ sono le dimostraziohEsaminiamo pertanto che cosa € una dimostrazione

Un matematico quando effettua una dimostrazionendeoreman a partire da un sistema
di assiomiT di fatto scrive una sequenza finida, a», . . . a, di asserzioni di cui l'ultima e
del tipo “pertanto possiamo concluderé Inoltre un matematico “giustifica” implicitamest
o esplicitamente ogni asserzione in qualche modcoEin elenco di giustificazioni che
vengono di solito date:

- perché é una assioma dellateoria T ...

(ad esempio quando faccio affermazioni del tipa fpgroprieta associativa . . .”)

- perché é logicamente vero che

(ad esempio quando affermo “d’altra parte un nunoeggari o non € pari ...")

- perché segue dalkesserzioni gia provate ...

(ad esempio quando affermo “poiché abbiamo progh&ol’'ultima cifra din € 4 ed abbiamo
provato che terminare per 4 implica essere glota possiamo asserire ché par).

Quest’ ultimo caso corrisponde alla nozioneeatjola di inferenzavista come procedimento
con cui da alcune asserzioni se ne ricava un’altra.le regole piu antiche e piu usate ¢ il
"modus ponens", cioe la regola per cui se, a gadtitl'insieme di assionTi,

- ho dimostrato la formula - £

- ed ho dimostratar

- allora posso affermare ancfie

Possiamo indicare in breve tale regola al modoesagu

! Non si deve confondere tale domanda con le seiga@parentemente simili, domande.
1. Esiste un metodo capace, per ogni tedyidi generare effettivamenteitte le conseguenze logicheTd?
2. Fissata una struttura del primo ordine e d&ttinsieme di tutte le asserzioni vere in tale gtitd, esiste un
metodo per verificare se una formal@ una conseguenza logicheld?
3. Fissata una struttura e deffol'insieme di tutte le asserzioni vere in tale dtrtd, esiste un metodo per
generare tutte le conseguenze logich€ i
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a,a- [ (Modus Ponens)
Da notare che tale regola e “corretta” nel sengsehle due premesse sono vere in una data
interpretazione allora anche il conseguente e wetale interpretazione. Un altro esempio di

regola corretta € quella che permette di affermalr®® se si sono gia dimostrate le formale
e . Questa regola prende il nome di “introduzionéldi

a;p
ap

Esistono anche regole relative ai quantificatori.

(regola delld_-introduzione)

a i0-i ' _OXa)  (regola diC-eliminazione
) (regola did-introduzione) 200 (reg )

dovet e un termine chiuso. Queste due regole vengonceastihmateyeneralizzazione
particolarizzazionePiu in generale possiamo dare la seguente diin@z

Definizione 1.1. Chiamo regola di inferenzauna qualunque funzione parziata-aria
r(Xs,...Xm) che associa ad ogm-la di formulea,....am in cui & definita (le premesse) una
formula a = r(a,...,an) (Ia conclusione). Diciamo che la regolaceérretta se, presa una
gualunque interpretazioneseay,...,.am Sono vere in allora anchex e vera inl.

Naturalmente la scelta delle regole di inferenzaiette € molto ampia e nei diversi approcci
alla deduzione vengono proposte regole diverseqianto riguarda le giustificazioni del tipo
“e logicamente vero” vuol dire che si ha a dispiosie un insiemé\l di formule logicamente
vere da cui si puo attingere.

Definizione 1.2.Un apparato inferenzial@ definito da un insieme di regole di inferenzae d
un insiemeAl di formule detteassiomi logici SiaT una teoria edr una formula. Chiameremo
dimostrazione dir sotto ipotesi Tuna successione finita di formu,...,.a, con a, = a tale
che ognia; verifichi almeno una delle seguenti condizioni:

- a; € un assioma logico, ciagJAl

- a; € una ipotesi, ciog; O T

- a; e stata ottenuta da formule precedenti (cioé ndité minore di) tramite una regola

di inferenza.

Definizione 1.3. Diremo chea € dimostrabile in T e scriveremoT + a se esiste una
dimostrazione dir sotto ipotesil. Diremo chea e confutabile in TseT - - a.

Esempi. Assumiamo come regole di inferenza GEN ed MP raecassiomi logici tutte le
formule che hanno una delle seguenti tre forme
(a=pf)--pB (at-h-a, (Oxa(x)- a(t).

SiaX = {a(= 5, a- B} allora un esempio di dimostrazione 63 sotto ipotesiX e costituita
dalla successione

1. (@~ P -—-L (perché un assioma logico)

2.alk B (per ipotesi)

3.- 3 (per modus ponensdal.e?2.)
Una dimostrazione ¢f¥ € costituita dalla successione
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1. (=P - a (perché un assioma logico)
2.alk B (per ipotesi)

3.a (per modus ponens da 1. e 2)
4.a- L (per ipotesi)

5.6 (per modus ponens da 3. e 4.)

Esempio. Sia X={y>0- (x>0- x+y>0), 5>0, 7>0} allora una dimostrazione della fofanu
5+7>0 sotto ipotesX € costituita dalla successione
y>0- (x>0- x+y>0) (per ipotesi)
Oy(y>0- (x>0- x+y>0)) (per la regola di generalizzazione)
7>0- (x>0-x+7>0) (perché e un assioma logico del tipad(x)) — a(t)))
(Ox(7>0- (x>0-x+7>0) (per la regola di generalizzazione)
7>0- (5>0-5+7>0) (perché é un assioma logico del tigrd(x)) - a(t)))
7>0 (per ipotesi)
5>0-.5+7>0 (per modus ponens)
5>0 (per ipotesi)
5+7>0 (per modus ponens).

Avendo definito la nozione di dimostrazione e lans®guente relazione, da un buon
apparato inferenziale ci si aspetta che valga iiedenza

Tra = TEa.
Se non valesse tale equivalenza dovremmo aspedthresempio che pur avendo dimostrato
in teoria dei gruppi una asserziongnon € detto che tale asserzione valga in tutuppi.
Oppure dovremmo aspettarci che pur essendoci ws&szasnea che vale in tutti i gruppi,
potrebbe darsi che non esista una dimostraziontaldi asserzione. Questo sarebbe un
fortissimo limite alle capacita razionali dell'esseumano. Un primo passo rispetto a tale
guestione si ottiene supponendo che le regolefelianza siano corrette e gli assiomi formule
logicamente vere.

Teorema 1.4.(Correttezza del sistema inferenziale). Considesiain sistema inferenziale le
cui regole di inferenza siano corrette ed i cuiasslogici siano formule logicamente vere.
Allora seT é una teoria ed una formula, risulta che

Tra = Tka.

Dim. Sea fosse un assioma logico il teorema sarebbe owichpayli assiomi logici sono
formule logicamente vere. Supponiamo quindi ¢heon sia un assioma logico: dobbiamo
provare che seré una dimostrazione dr sotto ipotesiT allora T £ a. Procederemo per
induzione sulla lunghezzadi 7z Sen = 1, alloraaT ed e evidente ch&k a. Supponiamo
che il teorema sia vero per tutti i numeri minarinde proviamolo pen. Sea € ottenuto per
modus ponens d&- a e S, allora per ipotesi di induzione risulfar f-aeTE [ € cid
comporta chd k a. Sea e ottenuto per generalizzazione si procede in naodtogo. [

Un po’ piu complicato e trovare un sistema inferale per cui valga anche I'implicazione
inversa. Rimandiamo la questione e ci occupiamdlpeomento di apparati inferenziali che
funzionino per teorie molto semplici.

2. Teorie con solo regole e fatti: la programmaziomlogica

Ricordiamo che utetteralee una formula atomicaetterale positivd oppure la negata di una
formula atomicalétterale negativpe che unanatriceé una formula priva di quantificatori
Inoltre viene chiamata
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- clausolaogni formula che sia disgiunzione di letterali;

- clausola di programmagni clausola con almeno un letterale positivo

- clausola positivali programmaogni clausola con esattamente un letterale positivo
- fatto ogni formula atomica chiusa

- regolauna clausola di programma che non sia un fatto.

Esempi.La formula
= (x<y) [+ (y<2)[J(x<2) e una clausola positiva,
Ox(xXX*=1) & una clausola positiva;
1+1=2 é un fatto (e quindi una clausola posjtiva
-(2+2 =5) e un letterale ma non € un fatto (che éana clausola positiva)
- (x<y)(x<y+1)[(x<y+2) € una clausola ma non € una clausola positiva.

La dimostrazione della seguente proposizione éeetwd

Proposizione 2.1.0gni clausola di programma € equivalente ad umadta atomica oppure
ad una formula del tipo

all.Oe-40. R4 - a
cona, ....an € A, ..., A formule atomiche. Ogni clausola positiva di prognaa e equivalente
ad una formula atomica oppure ad una formula gel ti

a..Oan - B

cona, ....on € B formule atomiche. Le clausole che non sono claudbprogramma sono
equivalenti a formule del tipe(a1L...Oay).

Noi studieremo un particolare tipo di teorie, i gm@mmi (programmi positivi), che sono
caratterizzate dall'avere come assiomi solo claushl programma (clausole positive di
programma).

Definizione 2.2.Una teoria prende il nome grogrammase € costituita solo da clausole di

programma. Una teoria € chiamgieogramma positivose € costituita solo da clausole
positive di programma.

Il nome "programma" deriva dal fatto che nel lingg® di programmazionérolog i
programmi degli usuali linguaggi procedurali somstiuiti da sistemi di assiomi che sono
clausole di programma.

Esempio. Il seguente sistema di assiomi per |'equivalenza

XEX 5 X=Y) - (V=X ; A=)Uz=y) - (X=Y)
definisce una teoria che € un programma positivo.

Esempio.Nel linguaggio dell'ordinamento le formule
= (x<x) ; (x<y)y<z) - (x<2)
definiscono la teoria dell' ordinamento stretto do@ € un programma in quanto la formula
= (x<x) non € una clausola di programma. La teoria ddlb@amento (non stretto) e espressa
dalle seguenti formule
X< X ; XY)(y=x) - (x=y) ; Xy)ys2) - (x<2)
(a cui vanno aggiunti gli assiomi per l'identiédl) e pertanto un programma positivo.

Il seguente teorema mostra I'importanza della nozidi programma.
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Teorema 2.3.0gni matrice & logicamente equivalente a una cozgpone di clausole. Ne
segue che:

- ogni teoria universale e equivalente a un siatditlausole

- ogni teoria € riducibile a un sistema di claesol

Dim. La prima parte del teorema segue dal fatto checapltolo riguardante il calcolo
proposizionale abbiamo mostrato che ogni formulapsd ridurre a forma normale
congiuntiva e quindi a congiunzione di clausole.st®sso teorema vale anche nel calcolo dei
predicati purché al posto delle variabili proposizli si considerino le formule atomiche.
Pertanto possiamo affermare che ogni matrice eangente equivalente ad una congiunzione
di clausole. Consideriamo una teoria univerdake siallx;..X,(@) un suo assioma dowe e
una matrice. Se riduciamag a congiunzione di clausole;[]...,Oan, la nostra formula sara
equivalente alla formula Ox;..X(an[l..0an). D’altra parte per le leggi distributive dei
guantificatori (Proposizione 5.8 del Capitolo Hulia che una tale formula & equivalente ad
una formula del tipo{xs...00xya1) O...0(0x,...0Xpan) € quindi all'insieme
{ Oxq..0%p01, . .. X Oxp00}

di formule. In conclusione, poiché quando si assumsistema di assiomi si suppone sempre
la quantificazione universale, la teoifaé equivalente alla teoria che si ottiene sostitaend
ogni formulallx;.. x,(a) con l'insieme {n,...,an} di clausole.

Consideriamo una qualunque teofiaallora tramite la skolemizzazione tale teoria teul
riducibile ad una teoria universale (in una oppoatestensione del linguaggio) e questa teoria
universale € equivalente ad un sistema di clausole. O

Nota. Non é difficile provare che una formula del tipm[l..Oa,— a € equivalente a
(- a).dan— a). Pertanto possono essere considerate programchede teorie che
contengono, oltre a clausole di programmi, formualel tipo a[l..Oan—a con g
congiunzione di atomiche edatomica.

3. Un sistema inferenziale per i programmi logici

Se ci si limita alle teorie che sono programmi paisallora € possibile utilizzare un sistema
inferenziale particolarmente semplice. Tale sisteima ha assiomi logici ed utilizza solo la
regola dil+introduzione, quella di particolarizzazione M. La regola dikintroduzione la
utilizziamo nella forma piu generale:

_Gh  (regola delldFintroduzione)
a..Oan
Per tale sistema inferenziale esiste un metoddogiat semplice ed elegante per produrre

teoremi. Per esporlo indichiamo con

- Fatt(P) l'insieme dei fatti che appartengon® @ che si ottengono dalle regole atomiche di
P per particolarizzazione sostituendo al posto dedlgabili libere termini chiusi;

- RedP) l'insieme delle clausole chiuse che si ottengdatle regole non atomiche @&
sostituendo anche in questo caso le variabili eamihi chiusi.

Ad esempio s@ consiste nelle clausole

r(a,b).
r(b,c).
r(X,X).
r(X,Y)—r(Y,X)
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allora
Fatt(P) = {r(a,b), r(b,c), r(a,a,), r(b,b), r(c,c)}
RedP) = {r(a,a)—r(a,a), , r(a,b)—r(b,a), r(a,0—r(c,a),
r(b,a)—r(a,b), r(b,b)—r(b,b), r(b,0—r(c,b)
(c,a—r(a,0, r(c,b)—r(b,0), r(c,0—r(c,c)}.
L’insieme dei fatti che si possono dimostrare digada un programma positivo puo essere
ottenuto al modo seguente.

Definizione 3.1.Dato un programma positiie, definiamo I'operatorel . P(B,)—P(By)

ponendo, per ogni sottoinsierAali B,
T(X) =X O Fatt(P){ a | ;»[1...0an - a O RedP), on0X,...,an[X}. (3.1

Il significato dell’operatorel € che se ad un certo passo del processo infelereiatato
dimostrato un insiem# di fatti al passo successivo € possibile dimostfarsieme T(X) di
fatti.

Teorema 3.2.L'operatoreT € algebrico. DettX un sottoinsieme dB,, indichiamo corD(X)
il minimo punto fisso dil contenenteX. Allora risulta che
Pra - [hadT'(D).
e quindi
{a0B;:P+a} - alOD(O).

Dim. Per provare ch& e algebrico dobbiamo provare che@éT(X) allora esistd- finito
tale cheF O X e aIT(F). Ora nel casar X abbiamo chexIT({ a}), nel casoallFatt(P),
a0T(O), nel caso cheT(X) perché esisten[...0a, - a [0 RedP) tale chea;[0X,...,an0X,
alloraad0T({ aq,...,.an}).

Per provare I'equivalenza, cominciamo a provaee,ipduzione sm, che

a0T"(0) = esiste una dimostraziomedi a con ipotesi irP.

Pern = 0 abbiamo chel™(O) = Fatt(P) e quindi & evidente cheP + a. Supponiamo
l'implicazione vera pen e cheadT™(X) = T(T"(X)). Allora per la definizione dil sono
possibili i seguenti casi.
- oOT"(X), allora l'esistenza dié assicurata dall' ipotesi di induzione
- esistonoa 0 T'(X),....amdT"(X) con ov[l...0am— a O RedP). In tale caso per ipotesi di
induzione esistono dimostraziom,...,’f, di a1,...,.am E’ evidente che, con owvio significato
dei simboli la successione di formule

78

7
o [...0am (C-introduzione)
nO.Opn— ¥y (regolainP di cui ;;[l...0am— a € una particolarizzazione,
o ..Oan— a (per particolarizzazione)
a (per MP)
otteniamo una dimostrazionedi a.
In maniera analoga si prova per induzione she
esiste una dimostrazierdi a di lunghezzan = alID(X). 0
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Esempio. Sia P = {r(a,b), r(c,d), r(x,y) - s(xy), r(y,x) - s(x,y)}, allora U(L) = {a,b,c,d}.
Inoltre,

T(O) =Fatt(P) = {r(a,b), r(c,d)};

To(0) ={r(ah), r(c.d)} I{s(a,b), s(c,d), s(b,a), s(d,c)} ;

T(O) =Ty(O).
PertantoT,(O) = {r(a,b), r(c,d)} I{s(a,b), s(c,d), s(b,a), s(d,c)} e I'insieme dei fatti che si
possono provare a partire dal progranfa

Problema. Aggiungere al programma precedente la form({x) (oppure la formula(x,x))
e calcolare 'insieme dei fatti dimostrabili in¢éatuovo programma.

Esempio. Supponiamo di avere un linguaggiocon costanta,b,c,d ed una relazione binaria
"ed'. Inoltre siaP la teoria dell'equivalenza, cioé la teoria i cgsgiami sono:
eqx.x) ;edxy) - edy.x) , eqx2)leqzy) - eqxy) .
Tale teoria € un programma positivo e risulta
T(O) = {eqa,a), eqb,b), eqc,c), eqd,d)} ; T2(O)=T(D),
pertantoT([1) é direttamente I'insieme dei fatti provabili.

Problema. Aggiungere al programma dell'esempio precedgih&ssiomieq(a,c) e eqd,c) e
calcolare l'insieme dei fatti provabili.

Esempio.Consideriamo un linguaggio con una costamten simbolo per una funziorseed
un nome di predicattdispari”. Consideriamo il programma positivo

disparia).

dispari(X) - dispari(s(s(X))).
Allora

T(O) = {dispari(a)}

TA(0) = {dispari(a)} 0{ dispari(s(s(a)))}

T(0) = {dispari(a), dispari(s(s(a)))} [ dispari(s(s(s(s(a)))))}

In tale esempio tutti T'(C) sono diversi tra loro € l'insieme dei fatti diniadbili coincide
con l'insieme dei fatti del tipdispari(s(...s(a))) doves compare un numero pari di volte.

4. Modelli di Herbrand: mondi costruiti con parole
Per i programmi positivi non solo I'apparato infezele € particolarmente semplice ma
anche la costruzione di modelli non presenta esaeshfficoltd. Per mostrare questo fatto
seguiremo una idee principali della logica mateoaatioé che:

e possibile costruire modelli di una teoria a paatdal linguaggio stesso in cui e

espressa la teoria.
Tale idea € in accordo con il punto di vista secoadi la matematica € solo un sistema per
manipolare dei segni:

matematica= segni + regole per manipolare segni.

Piu precisamente per costruire un modello assumirao

si possa considerare come dominio di interpretagidmsieme dei "nomi che si
possono formulare nel linquagaif' .

Con la parola “nome” intendiamo un’ espressiongudistica che determina univocamente un
elemento del dominio di interpretazione. Pertantwmi sono sia le costanti (in un certo



pag. 135 Cap. 8 : GENERARE | TEOREMI DI TEORIE SEM®! G. Gerla

senso i nomi propri) sia cid che si pud otteneltedastanti e dai nomi di operazioni, cioe i
termini chiusi.

Definizione 4.1.Sia £ un linguaggio del primo ordine contenente almena costante, allora
l'universo di Herbranck I'insiemdJ(£) di tutti i termini chiusi diL.

Ad esempio se nel linguaggio ho una costante Inetbme di operazione +, allora l'universo
di Herbrand sara costituito dai termini chiusi

1, 1+1, (1+1)+1, 1+(1+1), . ..
Se nel linguaggio ho anche il simbolo 0, alloranituerso di Herbrand sara costituito dai
termini del tipo

0,1, 1+1, 0+1, 1+0, (1+1)+1, 1+(1+1), ...
Se nel linguaggio ho solo il simbotballora non esistono termini e l'universo di Herimfae
vuoto. Se il linguaggio contiene solo i nofiMaria” e“Carlo” allora I'universo di Herbrand
si riduce all'insieme Klaria, Carlo}. Se oltre a questi due nomi si introduce ancheihe di
funzionepadre_dj allora nell’'universo di Herbrand sara costitudamgli infiniti termini

Maria, Carlo,

padre_d{Maria), padrgCarlo),

padre_d{padre_d(Maria)), padre_d(padrgCarlo)),

Proposizione 4.2Se non vi sono nomi di funzioni iff l'universo di Herbrant(£) coincide
con l'insieme delle costanti ed e quindi, in geleerfinito. Se vi e il nome di almeno una
funzione allordJ(£) € infinito.

Dim. La prima parte &€ ovvia. Supponiamo che esistaamendi operazione-ariaf e siac
una costante del linguaggio, allora posto

= f(C,...,C), L= f(tl,...,t]_), 3= f(tz,...,tz), e
si ottiene una successione infinita di termini ehiquindi di elementi di(£). 0

Esempia Sia £ un linguaggio per la teoria degli insiemi ordinedintenente le costanti O ed

1, alloraU(£) é l'insieme finito {0,1}. SiaZ un linguaggio con una sola costaated un solo
nome di funzione unarigallora
U(L)={c, f(c), f(f(c)), . . . }.
Se invece inL vi € anche la costankeallora
U(L) ={a, b, f(a), f(b), f(f(a)), f(f(b)). . .}.
Se invece di vi € il nome di una operazione binaria +, allora
U(L) = {c,b,c+c,c+b,(b+b)+b,(c+b)+c, . . . .}.
Da notare che+c viene considerato diverso dac+b diverso dab+c e cosi via.

Possiamo considerare l'universo di Herbraiid) come una struttura algebrica.

Definizione 4.3.Chiamiamoalgebra libera dei termini chiuda struttura che ha l'universo di
HerbrandU(£) come dominio e che ha come operazioni le openapittenute definendo, per

ogni nome di operazioneariao, I'operaziona-ariao’ : U(L)" - U(L) tale che
0'(tl,...,,tn) = o(tl,...,,tn).
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L'insiemeC delle costanti € un sistema di generatori distdettura algebrica.

Definizione 4.3.Una interpretazioneD(l) di £ viene dettanterpretazione di Herbrana
modello di Herbrandin breveH-interpretazioneo H-modellg se:
a) il dominioD e l'universo di Herbrand di, cioeD = U(L);
b) ogni costante viene interpretata con se sté&3a ¢
c) ogni nome di funzioneariah viene interpretata come la funzione che associa ai
termini chiusiy,...t, il termine chiusd(ty,... tn):
[(h)(ty,...tn) = h(ty,... tn).

Da notare che due differert-interpretazioni di un dato linguaggio differiscosolo per le
interpretazioni dei predicati.

Esempio.Ad esempio, supponiamo che il nostro linguag@icontenga i nomi propri (cioé le
costanti)maria, mario, luigi, carlo, ed il predicatAmicdXx,y) da interpretare con la relazione
di amicizia. Allora una interpretazione di taleguaggio si ottiene, ad esempio, considerando
un insiemeD di persone, associando alle costanti maria, mharigi, e carlo delle particolari
persone irD ed interpretand@mico come un particolare relazione binal{&micgI1DxD
che esprime la relazione di amicizia. Naturalmeméate esclude che oltre le quattro persone
che sono denotate con particolari nomi ci siandharnolte altre persone D. Noi siamo
interessati ad interpretazioni che siano le pikcgie possibile e quindi in cd abbia solo
guattro elementi che permettano di interpretangaitiqgo nomi di persona utilizzati. Ma, se si
vuole questo, tanto vale identificare questi qoatliementi con quattro foglietti con i nomi
degli elementi o, addirittura con i quattro nomi mlrsona coinvolti. Si pone allofa =
{maria, mario, luigi, carlo} cioeéb uguale all'universo di Herbrand,. Una interpretazione
si ottiene assegnando al predicArmicoun insieme di coppie, cioe un elementd@xD).
Ad esempio potremmo mettere

I[(Amico = {(mario, carlo), (carlo, luigi), (luigi, carlo)}.
Poiché DxD ha cardinalita 16P(DxD) ha cardinalita 2 = 655336. Questo significa che
esistono 655336l-interpretazioni possibili df.

Supponiamo di aggiungere al linguaggio il nom&deionepadreche interpretiamo come
la funzione che associa ad ogni persona il relagadre. Allora l'universo di Herbrand
diventa subito infinito poiché sara costituito da

U, ={maria, mario, luigi, carlo, padre(maria), padnafio), padre(luigi), padre(carlo),

padre(padre(maria)), padre(padagioy), . . .}.
Ancora una volta si ottiene una interpretazioneHeirbrand associando a8imico un

opportuno insieme di coppie, cioeé un opportuncogmtiemeU »x U,-. Ne segue che esistono

tante interpretazioni diverse quanti sono gli eletingi P(Ux U,). In definitiva, essendd ,

un insieme numerabile, I'insieme delle possibitenpretazioni di Herbrand ha la potenza del
continuo.

Problema. Sia £ un linguaggio con costan#i, b, ¢ ed un unico predicato unario Dire
guanteH-interpretazioni dif esistono.

La seguente proposizione si dimostra per induzsaia complessita del termine
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Proposizione 4.5Dettal una interpretazione di Herbrand en termine le cui variabili sono
comprese tra,... X, alloral(t) : U(L)"-U(L) & la funzione che associa ai termini chiusi

t1,...tn il termine che si ottiene sostituendad i ciascurx; il terminet;. In altre parole:
[(t)(ty,...tn) = t(Xa/ tg, . . . Xdltn).

Ad esempio, se contiene la costante ed una operazione binaria +, allora il termire

((xa+x2)+a)+x, determina la funziongt) che associa ad ogni coppiat, di termini chiusi il
termine chiuso {(+t;)+a)+t;.

La seguente proposizione si prova per induzionla soimplessita della formula

Proposizione 4.6Dettal una interpretazione di Herbrand risulta che, pai tarmulaa,

lEa [ty,..tn] = |Ea(ty,...tn).
In particolare,

| EXa(x) = esistd 0 U(L) tale chd E a(xi/t).

5. Un teorema di punto fisso per costruire modelli

Due differentiH-interpretazioni di uno stesso linguaggio differisosolo per il modo come
sono stati interpretati i predicati. Questo fatiao pessere utilizzato per definire in modo
semplice urH-modello.

Definizione 5.1.Prende il nome diase di Herbrand l'insiemB, di tutti i possibili fatti, cioe
formule atomiche che non contengono variabili.

Cio significa che inB, vi sono tutte e sole le formule del tip;,...t,) conr nome di

relazione di,...t, elementi dell'universo di Herbrand. La seguentgppsizione mostra che
possiamo associare ad ogni insieme di fatina interpretazione di Herbramgldefinita dal
porre, per ogni nome di relazioneariar,

Is(r) = {(ty,... ) | r(ta,...tn) O S} (5.1)
Tale interpretazione puo essere vista come laipof@aH-interpretazione in cui tutti i fatti in
Srisultano veri. Possiamo anche procedere in moderso poiché possiamo associare ad

ogni H-interpretazioné il sottoinsieme§ di B, costituito dai fatti che sono veri in
S ={r(ty,...4n) OBz | 1 Er(ty,... &)} (5.2)

Proposizione 5.2.La corrispondenza che associa ad dgunterpretaziond il sottoinsieme
S di B, € biettiva e la sua inversa e I'applicazione céspeia ad ogni sottoinsiensai B, I'
H-interpretazionés.

Dim. Sel el' sono due diverskl-interpretazioni, allora esistetale chel(r)£l'(r) e quindi

esistonoty,...t, in U(L) tali che, ad esempidy,...t, sono nella relazion&r) ma non sono
nella relaziond'(r). Cido comporta che(ty,...t,) appartiene adg ma non appartiene & e

quindi cheS # S.. Il fatto che tale corrispondenza sia suriettieaivch dal fatto che s é un

sottoinsieme dB dettal l'interpretazione definita da

I(N)={(te,.. f0) | r(t,.- tn) U S

risulta cheS = S La rimanente parte della proposizione € immediata 0

Queste due corrispondenze mostrano che:
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la classe delle interpretazioni di Herbrand si paentificare con la classe
P(B,) dei sottoinsiemi dB.

Esempio.Sia £ il linguaggio le cui costanti sorey b, ¢c ed avente un unico predicato binario
r. Le H-interpretazioni si ottengono interpretandacome sottoinsieme du(L)xU(L)
{a,b,c}x{ab,c}. Se si considera un qualunque sottoinsiethai B,, ad esempicS
{r(a,a),r(c,b),r(b,c)} allora viene definita l'interpretaziorig per cuilg(r) = {(a,a),(c,b),(b,c)}.
Si osservi che s€ contiene l'uguaglianza = &k un qualunque insieme di fatti, allora non e
detto chdsinterpreti = con una congruenza e che quibidiJ),I ) sia un modello della teoria

con uguaglianza. Ad esempio Se= {a = b, ¢ = d, r(a,a), r(c,b), r(b,c)} allora I(=) € la
relazione {@,b), (c,d)} e tale relazione non € nemmeno di equivalenza.

Problema. Elencare un certo numero di clausole vere nefpretazionels dell'esempio
precedente.

Problema. Dire quante H-interpretazioni del linguaggio dell'esempio precdde sono
possibili.

Problema. Consideriamo un linguaggio con un nome di predité@arior e le costanta, b,
c. Descrivere il modello di Herbrand associato adieme {(a,b), r(a,a), r(c,a)} di fatti.

Proposizione 5.3.Sia S un sottoinsieme dB, ed a una clausola di programma positivo,
allora
- seqa e un fatto
Iska - alS

(cioe un fatto & vero in un modello di Herbrandsmlo se appartiene a tale modello)
- sea e una regola atomica le cui variabili sonoxra. x,, allora

Ise a [t]_,...,tp] = O'(t]_,...,tp) os
dove afty,...t,) denota il fatto che si ottiene sostituendo ciastarmine chiusd; al posto
della variabilex;;
- sea e una regola del tipg[l...0p — ) allora

sk aty,...tp] < dapj(ty,... )OS ... W(ty...tp) OS segueyty,...tp) O S

Dim. Sea ¢ il fattor(ty,...t,) allora
Is E r(t]_,...,tn) = (t]_,.--,tn) 0 |(r) = r(t]_,..-,tn)DS.
Sea e la regola atomicg(ty,... tn) le cui variabili libere sono tray,... X, allora ricordiamo che
[(ti)(t1,... £p) € il termineti(ty,...tp) che si ottiene sostituendotifxs,... X,) alle variabilixy,... Xy i
terminity,...t,. Pertanto
Is Er(ty,...tn) [t o] = (s(t)(ta,...tp), - ds(tn)(ta,... tp)) O 1(r)
= (Il(tla---,tp),---ln(tla---,tp)) Olgr) = I'(I]_(tl,...,tp),...ln(t]_,...,tp)) us

Sea é una regola del tipa...0p — yle cui variabili libere sono tra, ... X,, allora
sk pl..Lhp— y[tl,...,tp] = Ise U [tl,...,tp], cIsE W [tl,...,tp] implicalsk y[tl,...,tp]

= dap(ty,...1p) OS ..., J(ty...1p) OS seguefty,...tp) OS

(]
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Dato un programma positiv® abbiamo gia visto che definendo opportunamentepanatore
T possiamo produrre tutti i fatti che sono dimostiabpartire daP.

Teoremab.4. SiaP un programma positivo e sfal’operatore definito in (3.1). Allora sono
punti uniti diT tutti e soli gliH-modelli diP (nel senso ch8é punto unito se e solo kge un
modello diP).

Dim. Supponiamo ché& sia un punto unito df, cioé cheT(S) O Se chemO..Oan- a
0 RedP) e a,...,a, sono elementi db, alloraal]S. Allora dalla proposizione 3.3 segue he
e un modello dP.

Viceversa, supponiamo clsesia unH-modello diP e dimostriamo che € un punto unito di
T, cioé cheS contieneT(S). Ora, per la proposizione 3.3 il fatto cBesia modello diP
comporta ché& contiene ogni fatto d? ed ogni fatto che si ottiene da una formula atanciic
P. PertantoS contieneF(P). D'altra parte supponiamo chell..[a,— a appartenga a
RedP), precisamente che sia stata ottenuta dalla regtlaly,— y di P sostituendo alle
variabili xi,...%, 1 termini chiusids,...d, € chear = p(dy,...dp),...., Oh = W(dy,...dn) Siano
elementi diS Allora sempre per la proposizione 3.3 abbiamoakeyd,,...d,) appartiene ad
S In conclusione

SO{a|xnl.Oa - adRedP), ;1[X,...,an0X}

e pertantal (S90S O

Si osservi che in particolare da tale teorema sebaegni programma positi®e una teoria
soddisfacibile ed ammette come modeltiodello banale I'insieme di tutti i faii,.

Definizione 5.5. L'H-modello di un programma positivo che si ottiene eantersezione di
tutti gli H-modelli di P viene dettomodello minimo di Herbrand di B viene denotato con
Mp.

Naturalmente
Mp= UnIZIN Tn(D)
dove:
THO)= Fatt(P) ;
TXO) = Fatt(P) O {B| (&.0...08,—~ HORedP), AOFatt(P),... SOFatt(P)} ;
T(0) = TA(0){ 8| G006~ AORedP), STo0), ... HOTAO)} ;

T = T(O){ ] B8~ AORedP), AOT(D), ... ZOT'(O)).

Se nel linguaggio esistono solo un numero finitcaltanti e non esistono nomi di funzioni,
essendo la base di HerbraBg finita, tale catena di sottoinsiemi 8, non pud crescere

indefinitamente. Esistera quindi un elemento magstime coincide con il modello minimo
Mp.

Esempio. Sia P = {r(a,b), r(c,d), r(x,y) - s(xy), r(y,x) - s(x,y)}, allora U(L) = {a,b,c,d}.
Inoltre,

T(O) =Fatt(P) = {r(a,b), r(c,d)};

T(0) = {r(ab), r(c.d)} O{s(a,b), s(c.d), s(b,a), s(d,0)} ;

T3O) =TAO).
PertantoMp = T,(0) 0, se si vuole,H-modello minimo diP interpretar come la relazione
I(r)={(a,b),(c,d)} ed s come la relazionHs) = {(a,b),(c,d),(b,a),(d,C)}.
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Problema. Aggiungere al programma precedente la form({x) (oppure la formula(x,x))
e calcolare il modello minimo.

Esempio. Supponiamo di avere un linguaggiocon costanta,b,c,d ed una relazione binaria
"ed'. Inoltre siaP la teoria dell'equivalenza, cioé la teoria i cgsgiami sono:
eqx.X) ;edxy) - eqy.x) , eqx2)leqzy) - eqxy) .
Tale teoria & un programma positivo e risulta
T(O) = {eqa,a), eqb,b), eqc,c), eqd,d)} ; T2(O)=T(D),
pertanto H-modello minimoMp coincide conl([1) ed interpreta€d’ come identita:

I(eg={(a,a), (b,b), (c,c), (d.d)}.
Naturalmente esistono anche aliiimodelli di P, e sufficiente interpretareq con una
gualunque relazione di equivalenza @ §, c, d}. Il piu "grosso"” ovviamente e quello in cui e

viene interpretata come la relaziddeL)xU(L) che sussiste tra due qualunque elementi.

Problema. Aggiungere al programma dell'esempio precedglntessiomieqa,c) eeqd,c) e
trovare il relativoH-modello minimo.

Esempio.Consideriamo un linguaggio con una costanpten simbolo per una funziorseed
un nome di predicattdispari”. Consideriamo il programma

disparia).

dispari(X) - dispari(s(s(X))).
AlloraU, ={a, s(a), s(s(a)), ...}

T(O) = {dispari(a)}

T?(0) = {dispari(a)} O{ dispari(s(s(a)))}

T%(0) = {dispari(a), dispari(s(s(a)))} O{ dispari(s(s(s(s(a)))))}

In tale esempio tutti T"(CJ) sono diversi tra loro ed il modello minimo di Weand coincide
con l'insieme dei fatti del tipdispari(s(...s(a))) doves compare un numero pari di volte.

6. Ad ogni interpretazione e possibile associare arinterpretazione di Herbrand

Per poter provare che il sistema inferenziale pstpoper i programmi positivi e
sufficientemente potente, mostriamo prima che ad sguttura matematica e associata una
interessante interpretazione di Herbrand.

Definizione 6.1. Data una interpretazioneD{) di un linguaggio £, chiamiamo H-

interpretazione dil associata a(D,!) l'interpretazione di HerbrandJ(£) I) definita dal
seguente insieme di fatti
S={a0B,| | Fa}.

In altri termini,|” & l'interpretazione in cui il dominio & l'universid Herbrand e tale che per
ogni nome di relaziong
(t1,...tn) Sono nella relazionke(r) < la formula atomica(ty,...t,) € verain.

Esempia Sia £= {<, 0, 1} il linguaggio per le strutture ordinate ensideriamo
l'interpretazione D,1) di tale linguaggio tale che:
D=%P(9,

I(<) é la relazione di inclusione,
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1(0) =0

(1) =S
Allora I'H-interpretazione associata®(§),[1,,S) é la relazione d’ordine nel dominid(L)
={0,1}, in cui 0 ed 1 si interpretano ancora cam® ed 1 ¢ (<) = {(0,1),(0,0),(1,1)}.

La seguente proposizione mostra che il modelloatbkand associato ad un’interpretazibne
e, in un certo senso, un sottomodellol dinfatti il suo quoziente normale & isomorfo al
sottomodello di generato dall'insieme delle interpretazioni deniai chiusi.

Proposizione 6.2.Sia Q,l) una interpretazione edJ(L),I*) la relativaH-interpretazione.

Consideriamo la funzioné: U(L)- D che associa ad ogni termine chiustJ(£) la sua
interpretazionel(t) in D. Allora tale funzione risulta essere un omomorbsipieno di
(U(L),I) in (D). Inoltre il quoziente normale diU(L),l") & isomorfo alla sotto-
interpretazione dily,l) il cui dominio éh(D).

Dim. Per provare che la funziofie& un omomorfismo osserviamo che, per ogni nome di
operaziona-ariah, risulta

f(h(to,... 1)) = 1(h(ta,... ) = 1(N)(I(t),... /(tn)) = 1(N)(f(ta),... f(tn)).

Esempio. Consideriamo il linguaggio per la teoria degli dnehe supponiamo contenga le
costanti 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, tre nalnioperazioni +,- e [ed il simbolo di
uguaglianza =. In tale linguaggio siamo interesaatermini di un particolare tipo che si
riferiscono alla rappresentazione decimale di ummeno. Infatti, oltre alle costanti,
consideriamo:

il termine 10 che indichiamo con*10

il termine 1@O che indichiamo con $0

il termine (1@O)0 che indichiamo con 10

- il termineag +a,[10+...4a,[10" che indichiamo conga;...a,
- il termine—(ap +a;[10+...+a,[10") che indichiamo corapa;...a,
Naturalmentey, ...,a, denotano elementi in {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 @pnsideriamo poi una
particolare interpretazione di tale linguaggio,es@mpio quella usuale determinata da campo
R dei numeri reali. Allora, il modello di Herbrandsmciato aR ha come dominio l'insieme
dei termini chiusi del tipo (1+I0L+1), Q1, -(0+1), 0O+1 . . . L'interpretazione dell’'unico
predicato = viene definita dall'insieme delle eqoatt; =t, che sono verificate iR (I'unica
relazione e l'uguaglianza). Ad esempio in taleense ci saranno le equazioni

1=1, (1-11 =13-13, (1+1)31=(1+132,1+0=1, O0-(1+1)=(0-1)-1 ...
Questo significa che il simbolo = viene interpretala una relazione tra termini che si
ottiene ponendt, = t, se e solo si et, denotano lo stesso elementdRnE’ evidente che
risulta essere una congruenza. La corrispondenz#£) — R che associa ad ogni termihe
la relativa interpretaziongt)CIR € un omomorfismo pieno il cui codominio e I'anetlei

numeri interi relativi. Il nucleo di tale omomortfié € proprio=. Questo significa che I'anello
degli interi relativi pud essere ottenuto come oppw quoziente dell'algebra dei termini.

Non tutte le teorie universali ammettono modeltl, ésempio la teoria universale costituita
dalla sola formulalx(alh a) non ammette modelli. Tuttavia la seguente prgpose mostra
che se una teoria universale ammette un modeltyaammette anche trmodello.
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Teorema 6.3.Esistono teorie che pur se ammettono modelli homeattono H-modelli.
Pertanto sel e una teoria e}, 1) un suo modello, non e detto che l'interpretaziane
Herbrand associata B () sia ancora un modello @i

Dim. Consideriamo la teorid = {r(a), r(b),[Xx(-~r(x))}, considerata in un linguaggio che ha
come costantd, b ed 'r" come simbolo di relazione binaria. Tale teoria mouniversale ed é
soddisfacibile in quanto basta considerare comeetftioduello definito da un insieni2 e da
una interpretazione in clfr) # D mentrel(a)0I(r) el(b)OI(r). Non esiste pero uA-modello
per T perché il dominio di ognH-modello eU(T) = {a,b} ed in tutti gli H-modelli di T
essendd(r) = {a,b} risulterax(r(x)).

Teorema 6.4.Se una teorid € universale e§,I) € un modello dT, allora l'interpretazione di
Herbrand associata B,{) € ancora un modello di Ne segue che §ee universale allora:
T soddisfacibile= T ammette un modello di Herbrand.

Dim. Supponiamo ch& sia una teoria universale, sia,() un modello diT e sia U(£),) il

modello di Herbrand associato. Poiché la funzibnéJ(£) - D € un omomorfismo pieno di
I” in I, tutte le formule universali che valgono nvalgono anche id". Cid prova, in
particolare, chel(£),I") & un modello dT. O

Teorema 6.5.0gni teorial che ammette un modello ammette un modello di Hexbin una
opportuna estensione del linguaggio Ne segue anche che ogni teoria che ammette un

modello ammette anche un modello finito o numeeak@inche se ci si riferisce ai modelli
normali).

Dim. Si ricordi che tramite la riduzione a forma norengbrenessa e la successiva
Skolemizzazione € possibile trasformare tutte lemfde di T in formule universali
equivalenti. In questo modo si ottiene una teoriversaleT . Allora il fatto che esiste un
modello diT implica che esiste un modello i e quindi, per la proposizione 4.7, esiste un
modello di Herbrand di”. Questo modello & anche un modelld di

Per provare la seguente parte della proposiziastalosservare che I'universo di Herbrand
nel caso in cui non esistono nomi di funzioni éimsieme finito, altrimenti € un insieme
numerabile. Quando si effettua il quoziente di takéeme modulo la congruenza determinata
dall'identita, si ottiene ancora un insieme finitmumerabile. M

Ad esempio consideriamo la teoria= {r(a), r(b), (X(-r(x))} descritta all'inizio della
dimostrazione del Teorema 5.3. Possiamo eliminacpiantificatore esistenziale nel terzo
assioma introducendo una costameesostituendax(-r(x)) con-r(c). In tale caso l'universo
di Herbrand coincide conafb,c}, ed unH-modello diT = {r(a), r(b), =r(c)} si ottiene
ponendd(r) = {a,b}.

Un tale teorema, che verra dimostrato nuovameni@ndp proveremo il teorema di
completezza, ha un significato filosofico fondanadmt Infatti dice che appena si formula una
teoria coerentd relativa ad una data realta o fenomeno, si riescestruire un modello
costituito da solo materiale linguistico di taledeneno. Tale modello formale costituisce un
modello matematico di tale teoria.

Teorema 6.6.Sia P un programma positivo allora il sii-modello minimoMp € costituito
dall'insieme dei fatti che sono conseguenze logititire

Mp={a OB, |PE a}.
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Pertanto, per ogni fatto,
Pra -« Pra.

Dim. Supponiamo chellMp ed ammettiamo per assurdo ahaon sia conseguenza logica di
P; allora esisterebbe un modello Eiin cui a é falsa, e quindi un modello della teoria
PO{-a}. Essendo~a senza quantificatori la teorR{- a} & universale (pur non essendo
un programma positivo), pertanto per la proposizidrd esiste un sug-modello e quindi di
un H-modello diP in cui a e falsa. Cio & assurdo in quanto, appartenendMp, appartiene
a tutti gli H-modelli di P ed & quindi vera in tutti giH-modelli di P. Viceversa, supponiamo
che a sia una conseguenza logicaRji allora a € vera in tutti gliH-modelli di P ed in
particolare anche nel modello minifvy. Quindi a appartiene #p. M

Tale teorema afferma, in sostanza, che il modelioimo di un programma positive e
costituito da quei fatti che sono veri in tuttiagsibili modelli diP.

7. Varieta algebriche e strutture algebriche libere

In questo paragrafo ci riferiamo alle struttureeiigche e quindi a linguaggi che siano forniti
di nomi di funzioni e di costanti ma aventi comdaconnome di relazione il simbolo = di
eguaglianza. Le teorie (per meglio dire i prograinmihe considereremo nel seguito
conterranno sempre gli assiomi per l'uguagliarqaali sono clausole di programma positivo.
Pertanto nei modelli di Herbrand di tali teorientdrpretazione di = deve essere una
congruenza nell'universo di Herbrand (che viensowisme struttura algebrica).

Definizione 7.1.Chiamiamoalgebra di Herbranduna interpretazione di Herbrand di un
linguaggio algebrico che verifichi gli assiomi djuaglianza. Chiamiamalgebra normale di
Herbrandil quoziente normale di una algebra di Herbrand.

Allora un algebra di Herbrand si ottiene considdmatialgebra dei termini chiusi piu una
congruenza in tale algebra. La corrispondente agghboziente ha come elementi le classi
complete di equivalenza.

Ricordiamo che abbiamo chiamatarietala classe dei modelli (normali) di una teoria con
solo equazioni. Ad esempio la classe dei gruppuelg degli anelli costituiscono varieta.
Poiché ogni equazione e una clausola di progranosgiyp, possiamo considerare i modelli
di Herbrand costruiti nel paragrafo precedente.

Definizione 7.2.Sia L un linguaggioS una teoria equazionale @dun insieme. Indichiamo

con L(A) il linguaggio che si ottiene aggiungendo gli et di A alle costanti dil. Allora

chiameremgstruttura algebrica liberasuA di Sil quoziente normale del modello di Herbrand
minimo del programma positivo che si ottiene aggamdo ads gli assiomi dell'uguaglianza

nel linguaggiaL(A).
Per capire un po' meglio questa definizione, cargado qualche esempio.

Monoidi. Ricordiamo che si chiammonoideuna struttura algebrica con una operazione
binaria associativa ed un elemento neutro. In glarele sial il linguaggio con un nome™

per una operazione binaria, una costante 1 ednibab "=" . Allora un monoide € una
interpretazione normale dj che verifica il seguente sistema di assiomi.
(Xy)Z = x(yD)

XA =x
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X =x.
SiaA = {a,b}. Allora 'universo di Herbrand d(A) € costituito da infiniti termini del tipo
a, b, alb, (ab)b, al, 1b, al(ab),.... .
Poiché I'unico nome di relazione é = i fatti soutbi el tipot =t' cont et' elementi dU(L) e

quindi un modello di Herbrand minimo sara costdwda un insieme di equazioni di tale tipo.
In particolare, per la Proposizione 4.5, il minimodello di Herbrand sara definito da
S={t=t"|t=t & verain ogni monoide}.
Tale modello minimo non € normale. Ad esempio, @ssendo gb)(a = al(b(d), il termine
(alb)@ e differente dal(bld). Sianox,, . . . ,X, costanti, come al solito, ometteremo il punto e
scriveremax;X,.. X, per denotare il termineq((x[( . IX,). Ora, ricordiamo che la relazione di
eguaglianza determina una equivalenza in cui, daléa proprieta associativa, ogni termine
chiuso sara equivalente ad un termine del xipox,. Ad esempio il terminea((lL[B))[(a@) e
equivalente a@((10)[(ad)) che e equivalente al(l[(bl(a@))) e quindi adalbaa In altre
parole valendo la proprieta associativa l'uso dedleentesi non ha importanza. D'altra parte,
poiché tra gli assiomi vi e anche I'affermazione &¢he elemento neutro, ogni termine in cui
compare 1 € equivalente ad un termine in cui levieancellato. In definitiva possiamo
identificare un qualunque termine diverso dallataote 1 con una parola nell'alfabet b}
(che chiameremo "forma normale"). L'operazionerddptto nell'insieme di tali parole sara la

corrispondenza che associa ad ogni coppiali termini chiusi diL(A) I'elemento §)[(t). Ad

esempio il prodotto dal(alb) per pbB)@ € la parola 4(alb))((bb)@). Con le notazioni
semplificate, cio significa che il prodotto di dparole coincide con la giustapposizione delle
due parole e che quindi il prodottoahb perbba e la parolaaabbba Otteniamo pertanto la
nota definizione di monoide libero con generatarild}.

Monoidi commutativi. Naturalmente possiamo fissare anche altre equazdnottenere

teorie piu forti di quella dei monoidi liberi. Adsempio aggiungendrx,=x,x; otterremo la

teoria dei monoidi commutativi ed in corrisponderizenonoidi commutativi liberi. Cio

significa ad esempio che la parallaabrisulta equivalente alla paroabh Piu in generale, é

immediato che ogni parola & equivalente ad unalpa tipoa’b™ conn edm interi positivi

(chiameremdorme normalii termini di tale tipo). Il prodotto sara definigertanto tramite
(@™ a’b%=a""™".

Problema. Descrivere la struttura libera della teoria chetsiene aggiungendo I'equazione
alb = 1, oppure I'equazione = 1, oppure l'equazione a = 1, oppure I'equazidrel, oppure
l'equazioneé = x.

Gruppi. La teoria dei gruppi abeliani si ottiene aggiurdenn simbold* per 'operazione di
inverso e gli assiomix'=1 ex’x=1. Naturalmente al nuovo simbolo per l'inversaisponde
l'operazione che associa al terminié terminet™, ad esempio alla parokb & associata la
parola @b)™. Se, come al solito, si pon€= 1 ex"= x(X"%), non & difficile vedere che ogni
elemento diU(L) & equivalente ad una parola del tgh™ con m edn interi relativi. Ad
esempio, il termine chius@lf)(abb)™ & equivalente a’b™ perché in ogni gruppo abeliano
risulta che xy)* = y’x* e quindi

(ab)(abb™* = abb’blat=ab’at=a’h™.
D'altra parte e possibile rappresentare ogni classepleta di equivalenza tramite un suo
elemento rappresentativo (forma normale). Pertahtgruppo libero abeliano con due
generatori pud essere definito come l'insieme gxeltele del tipa"b™, conn, minteri relativi
ed in cui l'operazione di prodotto é definita pashen

(anbm)(an.bm.) — an+n' bnﬁm'.
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Problema. Aggiungere agli assiomi della teoria dei gruppeléani 'assioma’®= 1 e supporre
cheA = {a, b}. Studiare i modelli minimali normali corrispondn O

Abbiamo visto che spesso una struttura algebricagssere ottenuta come quoziente di un
algebraU(£) di termini tramite una opportuna congruenza. fBeaparte € evidente che non si
possono fare calcoli con classi ed € piu conveaigrdividuare in ogni classe un particolare
rappresentante che chiameremo "forma normale"o Fptesto si decide di lavorare con le
forme normali invece che con le classi. In taleocas calcolo consiste nel passare da forme
normali a forme normali.

Esempio. Nell'insieme delle espressioni aritmetiche, ciopressioni del tipo (3+57+1
possiamo chiamare forma normale la forma decimmalai un intero e rappresentato da una
somma di potenze di dieci. Allora quando si eseqeeoperazione, ad esempio il prodotto, il
problema consiste nel passare dalla forma normalaelnumerk edy alla forma normale di
xy. Ad esempio, il prodotto di 234 per 11 viene vistame riduzione a forma normale
dell’'espressione  (RL010)+310+4){(10+1) riduzione che porta alla espressione
2[(1010)+510+7. Lo stesso “calcolo delle espressioni” chstsilia a scuola non e altro che
una riduzione di una espressione a forma normale.

Esempio. Nellinsieme delle formule della logica del prinoodine possiamo considerare
I'equivalenza logica. La riduzione in forma normptenessa permette di individuare in ogni
classe di equivalenza un relativo rappresentante.

| sistemi di"calcolo simbolico"come Derive 0 Mathematica consistono nella ridouidi un
termine (rappresentante una classe) alla sua foamanica. La teoria generale che tratta tal
tipi di problematiche prende il nome teoria dsistemi di riduzione"o dei “sistemi di
riscrittura” che abbiamo gia visto nel capitolo 4.

9. Il metodo di risoluzione ed il Prolog (da scriere)

10. Logica induttiva: teorie scientifiche come comssione dell'informazione
Abbiamo visto che ad ogni programma positR@& possibile associare in modo effettivo il
relativo modello minimo di Herbraniflp, cioé I'insieme dei fatti che si possono provare a
partire daP. In generalé® ha una cardinalita molto inferiore a quellaMi e questo rende
preferibile la programmazione logica ad altri sist@er trattare informazione (ad esempio i
data-base relazionali). In altre parole la programione logica puo essere vista anche come
un modo di compattare I'informazione. Ad esempio ssedeve conservare in memoria
I'informazione “essere coniugati” tramite un preaticconiugat(X,Y), allora la possibilita di
usare la regola

coniugat(X,Y) — coniugat(Y,X)
permette di risparmiare meta memoria conservand@ umformazione del tipo
coniugatgmario, maria) ma non l'informazioneoniugatgmaria, mario) che invece viene
dedotta.

Possiamo anche considerare il processo invergmsepdo di avere un insierie di fatti
e cercando di trovare un programma (finlobale cheMlp = M. Se la cardinalita d® € molto
piu piccola di quella diM allora risolvere un tale problema significa contge
I'informazione disponibile.

Ad esempio supponiamo di avere I'insieme di 8 fatt

M = {amgmario, maria), amgmaria, mario), amgluigi, anng, amganna luigi),
amgmaria, maria), amgmario, mario), amgluigi, luigi), amganna anng}.
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-Tale insieme puo essere rappresentato dal progagoositivoP

amaX,Y) - amgY,X).

amaX,X).

amgmario, maria).

amgluigi, anng).
nel senso chM = Mp. Da notare che tale programma contiene solo 4 flerntiprogramma é
stato prodotto osservando le regolarita della biadati di partenza.

E’ possibile riguardare l'insieme dei fatti comsservazioni che un ricercatore effettua
nello studiare un fenomeno e la costruzione detaia P come la ricerca di una teoria
scientifica che giustifichi i fatti (cioe che comsa di dedurre i fatti da pochi principi
generali). Tali tipi di ricerca appartengono dliagica induttiva” che studia come costruire
teorie a partire da un dato insieme di fatti. Lgida "deduttiva" invece studia come, fissata
una teoria, si possano derivare da essa i fattintheessano. Ovviamente la logica induttiva e
tipica di un fisico o di un chimico mentre la logideduttiva € tipica di un matematico.



