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CAPITOLO 7 indice

PROPRIETA’ CHE SI CONSERVANO: QUOZIENTI, PRODOTTI D IRETTI ED
ULTRAPRODOTTI

1. Congruenze, quozienti ed epimorfismi canonici

Anche le nozioni di congruenza e di quoziente,albl@iamo dato per le strutture matematiche
del primo ordine possono essere riformulate in mpidgoreciso per le interpretazioni di una
logica del primo ordine.

Definizione 1.1. Chiamiamo congruenzain una interpretazioneD(l) una relazione di
equivalenzee in D che sia compatibile con tutte le operazidn) e con tutte le relazion{r)
in cui r sia diverso da =ll quoziente module di (D,l) si definisce come l'interpretazione
normale Ds, |=) tale che

- D= e uguale al quoziente Dimodulo=,

- 1=(0)([dh].....[dn]) = [I(0)(d,..., )],

- 1=(r) ={([da],....[0k]) | (da,...dn) T 1(r)},

- 1=(c) = [I(c)].

Si osservi che il motivo per cui non abbiamo suppabe la relazione sia compatibile con
il simbolo = e perché in tale caso in una struttncemale l'unica congruenza possibile
sarebbe la relazione I'identita.. Infatti suppostie= verifichi I'implicazione

di=dy ed=dy’ = ((dy,d2)0I(=) = (di’,d2")0I(=)).
Allora sed = d’, poichéd = d si avrebbe q',d)0I(=). Nelle strutture normali cio
comporterebbe la coincidenzaddtond’.

Come abbiamo gia visto nel capitolo 2, la nozidhguoziente e strettamente collegata
con quella di epimorfismo.

Proposizione 1.2.La funzionef : D —D= che ad ogni elemento in D associa la classe
[X]OD= & un epimorfismo pieno (chiamagpimorfismo canonigo

Dim. Chef conservi le operazioni e le costanti segue diregtgmdal modo in cui e stato
definito il quoziente. D’altra parte, poiché perfideione per ogni simbolo di relaziorre
abbiamo posto=(r) ={([ di],...,[dn]) | (d1,...dn) O I(r)}, risulta

(dy,...dn) O I(r) < ([d].....[dn]) D 1=(r) = (f(da),...f(dn) T 1=(r).

L’epimorfismo canonico non e in generale una imnoeks. Infatti vale la seguente
proposizione.

Proposizione 1.3.Sia =una congruenza inD(l), allora le seguenti asserzioni sono
equivalenti:

i) L’epimorfismo canonico € una immersione

i) = coincide con(=).
Quando cio avvieng &€ una congruenza compatibile anche con =

Dim. Sappiamo che dire che I'epimorfismo canonico sia immersione equivale a dire
che
(d1,d2)0I(=) = [d] = [d2]
e quindi che
(d]_,dz)D|(:) = d]_ = dz.
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D’altra parte se= coincide conl(=) allora la compatibilita d& conl(=) equivale alla ovvia
implicazione
dl = d]_’ edz = dz’ = (d]_E dz = dl’E dz’).

Teorema 1.4.Sia = una congruenza in una interpretaziom®l) ed O=l=) il relativo
guoziente module. Allora

[1(O(da,...dn)] = 1=(O)([c], . . . ,[d]) (1.1)

dh=dy, ..., dn=dy = 10 (dh,...0n) = 1Y, . . . ). (1.2)

e quindi

Dim. Per provare (1.1) applichiamo il teorema 1.4 delpi®lo 6 al caso in cuf e
I'epimorfismo canonico. Per provare (1.2) ossernaarhe
di=dy, ..., d=dy’ = [di] = [di], ..., [dd] = [dA']
= 1=(O)([d], . . . .[da]) = =[], . . . ,[dn'])
= [I(t)(dy,... dn)] = [1()(dy’,....dn")]
= 1(t)(dy,...dn) = 1()(d7, . . . dn).

L’equazione (1.1) si puo leggere dicendo che:

“la classe del composto secondo I'algoritheouguale al composto delle classi”
L’implicazione (1.2) ci dice che:

- se urf‘calcolo” descritto dal terminéviene applicato invece che agli elemafti..d, agli
elementi equivalentdy’,...d.’

- allora i risultati che si ottengono sono equivalent

Poiché possiamo interpretare un termine come ugr@anoma, possiamo visualizzare tale
fenomeno al modo seguente:

input d,...dh inputd...d,’ Sed;, =dy’ , . .. ,d.=d,

output d output d’ allorad=d'.

2. Una applicazione: la prova del nove.

Una applicazione interessante di quanto dimostnatoparagrafo precedente e fornita dalla
famosa“prova del nove” *. Tale prova viene spesso insegnata nelle scuoleemmtne
metodo per controllare I'esattezza di una moltgdione. Essa si basa sulla noziondabtto

di un numero.

Definizione 2.1.Dato un numero intemo indichiamo cors(n) la somma delle sue cifre in una
rappresentazione decimale mli Indichiamo conr(n) il ridotto di n cioe il numero che si
ottiene applicando piu volte la funzionéno ad ottenere un numero di una sola cifra.

! La prova del nove ha origini antichissime. E’ gree ad esempio nel libro del 120Ber A bacidi Fibonacci.
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Ad esempio s@& = 3456 alloras(n) = 3+4+5+6 = 18 e quindin) = 5(18)= 1+8 = 9. Sen =
463.465 alloras(n) = 4+6+3+4+6+5 = 28 e quind(s(n)) = 5(28) = 10 e quindi ancongn) =
S(s((n))) =s(10) = 17
Allora la prova del nove consiste nella seguentecgdura. Supponiamo di avere
moltiplicato i due numeri intea e b ottenendo il risultate, alb = c. Allora
1. calcoliamo il ridotta(a) e lo moltiplichiamo per il ridotto(b)
2. riduciamo ulteriormente il numero ottenuto
3. verifichiamo che quello che si ottiene e il tidadi c.
Se guesto avviene diciamo che la prova del noveseéita e questo “ci rassicura” in qualche
modo che la moltiplicazione é stata eseguita bene.
Ad esempio partiamo dal prodotto 233x521 = 121388stituiamo al numero 233 il numero
2+3+3 = 8, al numero 521 il numero 5+2+1 = 8. Hiffieimo poi la moltiplicazione di tali
numeri ottenendo il numero 64 che viene ridottawahero 6+4 = 10 e quindi al numero 1+0
= 1. D’altra parte il numero 121393 viene ridottonamero 1+2+1+3+9+3 = 19 che a sua
volta viene ridotto al numero 1+9 = 10 e quindnamero 1. In definitiva dall'equazione di
partenza si giunge allequazione 1=1 e quindi @wsei affermare che la prova del nove e
riuscita.
La correttezza di questo procedimento e consegueglia seguente proposizione.

Proposizione 2.20gni numero interm € congruo modulo 9 alla somra@n) delle sue cifre.
Pertanto ogni numero & congruo al proprio ridotto.

Dim. Sian un numero intero e scriviammoin base 10
N = anan.1...80 = an 10 +an1 10" +.. . +a,1d>
Allora possiamo vedere tale numero come il risalid¢lla applicazione del termirigx) =
a X ™tan1 X" +...+a,X° al numero 18 Infatti,
1(t)(10) =a, A0™+a,1 10" +...4+8,10P = n
Se ora indichiamo coe la congruenza modulo 9, avremo che=lQ. D’altra parte per |l
teorema 1.3 sappiamo che
d=d = I(t)(d) = I(t)(d)
e quindi, essendo 181, possiamo dire chigt)(1) = I(t)(10). Essendd(t)(1) = a,.1"+an 11"
L+ +aod° = aptanat...+ao, la prima parte della proposizione & provata.
Per dimostrare che = r(n) & sufficiente applicare la proprieta transitiv@l'équivalenza ed
osservare che, dettoun intero tale che&‘(n), risulta chen = s(n), s(n) = sX(n), ..., s°(n) =

() =r(n).

Proposizione 2.3. (La prova del nove)Vale I'implicazione

c=alb = s(c) = s(a)(s(b),
e quindir(r(a)d(b)) =r(c).

2| calcolo del ridotto di un numero pud essereheninquadrato nel’ambito della teoria dei pungsfi
Ricordiamo che ské una funzione allora un punto fissdf & un elementa tale chef(x) = x. Spesso i punti fissi

di f vengono trovati fissando un qualunque elemengéocalcolando la successiof(g), (), ... che prende il
nome diorbita di x. Nel nostro caso i punti fissi @disono tutti e solo i numeri di una sola cifra (cro@nori o
uguali a 9). D’altra parte, se inveecenon & un punto fisso allorgn)<n. Pertanto in ogni case(n)<n.
Calcoliamo all’ora I'orbita din, cioé la successiorsn) = s?(n) = . . . Poiché i\ ogni sottoinsieme ammette
minimo esistera uk tale ches™(n) = $(n). Questo significa chg(n) & un punto fisso di, cioes(n) = r(n).

3 Per la struttur@ utilizziamo il linguaggio degli anelli costituitcatia relazione di identita =, dai simboli Eper le
operazioni e dalle costanti 0 ed 1. Con 2 indictial termine 1+1, con 3 il termine (1+1)+1, ...Peaita ad esempio,
3X+2 é il termine ((1+1)+D3+(1+1).
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Dim. Essend& una congruenza, per definizione sappiamo clee=s&' e b =b’ alloraalb =
a'[r. Poichéa = s(a) eb = s(b), possiamo concludere ch) = s(alb) = alb = s(a)[S(b).
Similmente, poich@=r(a) eb =r(b), possiamo concludere chg) = r(alb) = alb = r(a)[ri(b)
e quindir(c) =r(r(c)) = r(r(a)m(b)).

Da notare che il procedimento della prova del nowe essere applicato ad ogni base. Infatti
se la base con cui si rappresenta un numeérb allora la somma delle cifre dié un numero
congruo ach modulob-1. Da notare ancora che poiché tale proposiziamsadmplicazione e
non una equivalenza, risulta che:

Proposizione 2.4Se la prova del nove fallisce allora la moltipliceee e sbagliata, tuttavia
se la prova del nove riesce questo hon comportéaameltiplicazione sia fatta bene.

Ad esempio poiché risulta 34x27 = 918 per tale pttndla prova del nove riesce. D’altra
parte se permuto le cifre di 918 allora essendioldtto di 189 uguale al ridotto di 918, deve
riuscire anche la prova del nove per il calcologiibto 34x27 = 189. Similmente, poiché due
numeri le cui cifre differiscono solo per la prezardi zeri hanno lo stesso ridotto, allora la
prova del nove riuscira anche per calcoli shagid®27 = 9018, 34x207 = 918, 340000x27 =
918 e cosi via.

In realta la prova del nove non vale solo perddotto ma per qualunque tipo di calcolo
algebrico.

Proposizione 2.5. (Prova del nove estes&upponiamo di avere un algoritmo algebrico
espresso tramite un termimgq,...X,) € che, applicato questo algoritmo a valwri..n, Si
ottenga il risultatan = t(ny,...np). Allora nel caso il calcolo sia esatto deve i r(n) =

r(t(r(dy),...r(dn))).

Ad esempio, supponiamo di dover verificare il cadcd34x(23+12+15)+71 = 47573, allora
sostituendo ad ogni numero il relativo ridotto clilemo 9x(5+3+6)+8 e quindi 9x5+8 e
quindi 9+8 = 17 e quindi 8. D’altra parte possianturre il numero 47573 nel numero 26 e
quindi nel numero 8. Quindi la prova del nove reesc

Esercizio.Inventarsi una prova dell'undici. Si suggeriscefduttare il fatto che 10 € congruo
a -1 modulo 11.

3. Proprieta che si conservano per passaggio a queate
Se applichiamo il teorema 7.3 del Capitolo 6 aglhrfismi canonici otteniamo il seguente
teorema.

Teorema 3.1.Tutte le proprieta universali positive sono conagnel passaggio a quoziente.
In particolare tutte le equazioni si conservanogassaggio a quoziente.

Se, ad esempio, applichiamo tale proposizione tatl@ia dei gruppi, abbiamo la seguente
proposizione.

Proposizione 3.2l quozienteG’ di un gruppoG modulo una data congruenza € ancora un
gruppo. SeG e abeliano, allora anch®’ e abeliano. La proprietax((x+x=0)—x=0) & un
esempio di proprieta universale (non positiva) mbe si conserva per quoziente.

Dim. Una struttura algebrida & un gruppo se e solo se verifica le equazioni
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(X+y)+z = z+(y+2), x+1 =X, 1+ =X, Xx+(-X) = 0, (¥)+x = 0.
Poiché nel passaggio a quoziente tali equazioniiraeemo a valere, anch®’ continua ad
essere un gruppo. Per lo stesso motivé s commutativo, cioe verifica I'equazioney =
y+x ancheG' e commutativo perché verifica la stessa equazione.

Consideriamo la proprietax((x+x=0)—x=0) che e universale ma non positiva in quanto
coincidente conIx(x=0Ch (x+x=0). Consideriamo il gruppo additiv&,f,-,0) degli interi
relativi e la congruenza modulo 2 in cui si pong X’ sex-x’ € un multiplo di 2. Allora il
guoziente ée il gruppo con due elementi, [0] edgTisulta evidente che [1]+[1] = [0] mentre
[1]#[0].

Un esempio ulteriore e fornito dalla teoria degleti.

Proposizione 3.3.Il quoziente di un anello modulo una congruenzaneéora un anello. In
particolare, dato un intenm, il quozienteZ/mdi Z modulom é un anello. Tuttavia, s@ €& un
numero non primo, la formula

OxOy((xy = 0)—(x = 0)(y=0)))
che esprime il non avere divisori dello zero € praprieta universale non positiva che, pur
essendo verificata danon e verificata dal quozienf&m

Dim. Che il quoziente di un anello sia un anello dedehfatto che il passaggio a quoziente
conserva tutte le equazioni e quindi anche tuttaggiomi della teoria degli anelli. E’ noto che
in Z non esistono divisori dello zero. D’altra partense pld conp e g divisori propri, allora
[p][g] = [m] = [0]. Essendo sia cheq diversi dam e minori o uguali aan risulta anche che
[p] #[0] e [g] #[0]. PertantoZ/m ammette come divisori dello zerp][e [g]. Da notare che
OxOy((xly = 0)—(x = 0)[(y=0))) e universale non positiva in quanto coinade la formula

OxOy(= (xy = 0)(x = 0)Ay=0))).

Nel capitolo 5 quando abbiamo parlato di logicha aguaglianza abbiamo supposto che la
relazione = soddisfacesse alcuni assiomi. Tutti@liaassiomi, oltre ad essere verificati dalla
identita, sono verificati anche da una qualunquegongenza. Si pone allora il problema se
aggiungendo ulteriori assiomi non sia possibilee fax modo che l'unica interpretazione

possibile di = sia I'identita. Il seguente teoremastra che cid non é possibile.

Teorema 3.4.ll quoziente normale di una interpretaziobgl] € elementarmente equivalente
a (O,1). Pertanto non esiste un sistema di assiomi cagiaza@atterizzare I'identita.

Dim. Sappiamo chd(=) € una congruenza e che, in base alla proposizio8e il
corrispondente epimorfismo canonico € una immeesiuriettiva. Pertanto, per il teorema
3.1 del capitolo 6, possiamo concludere cbBel)(e elementarmente equivalente al suo
guoziente normale.

Se esistesse un sistema di assidntapace di caratterizzare I'identita, allora data un
interpretazione non normal®,) il sistemaT sarebbe verificato dal quoziente normale di
(D,l). Stante il fatto che tale quoziente e elementateneequivalente a[l), cio
comporterebbe che anchb,k) verifica T. Ma allora D,I) sarebbe un modello normale in
contrasto con le ipotesi.

Se applichiamo il teorema 7.3 del capitolo 6 aglmerfismi canonici, otteniamo il seguente
teorema che mostra che ogni proprieta esprimilgifes I'utilizzo del simbolo di identita si
conserva per quoziente.
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Teorema 3.5.Sia O,l) una interpretazione e siB4l:) il suo quoziente modulo una relazione
di congruenze. Allora per ogni formulax in cui non compare il simbolo = risulta

I E aldy,...d)] = Iz=F a [[d],....[dy" ]]. (3.1)
Pertanto sé;=d;’, ... ,d,=d, allora
| £ a[dy,...dn] = | Fa[d,....d) ] (3.2)

Ne segue che nei linguaggi senza uguaglianza ogmizignte di una struttura é
elementarmente equivalente alla struttura stessa.

Dim. Per provare la seconda parte del teorema, sugponthed;=d;’, . . . ,d.=d,’. Allora,
| E aldy,...dn] = |z Fa [[di],...[d]] = |z Fa [[d],...[d']] = | Fa [d,....d0"].

Come € noto il quoziente dell'anellb modulo m nel caso in cum sia un numero primo
risulta essere un campo. Pertanto la proprieta

| OX((x % O)XOy(xy # 1)) |
di “non essere un campo” non si conserva per qutzieoerentemente con il fatto che tale
proprieta coinvolge il simbolo =.

4. La logica monadica: la logica di Aristotele & drdibile.
Applichiamo il teorema ora dimostrato allegiche monadichecioé alle logiche il cui
linguaggio contenga solo predicatbnadicj cioe predicati di arita 1, e costanti. In talgita
invece non sono presenti simboli di funzioni e ®gpresente il simbolo =. L'interesse di tale
logica risiede nel fatto che, come abbiamo vistbpmeno capitolo, Aristotele considerava
nella sua logica solo predicati monadici e maizielai di arita
maggiore o uguale a 2. Se indichiamo aep..r, i nomi dei
predicati monadici allora una interpretaziofel) € definita da un
dominio D e dai sottoinsiemiS= I(ry),.... =l(r,). Possiamo
indicare allora conld,S,....S,) una tale interpretazione.
Ad esempio nella figura affianco € definito un midmeli una
logica con due predicati monadici, r in cui D é I'insieme dei
punti interni al cerchio e gli insient; = I(ry), & = I(rz) sono
rappresentati dai punti interni alle due ellissi.

In ogni interpretazione di un linguaggio monadésiste una congruenza definita in modo
naturale.

Definizione 4.2. Sia 0,l) una interpretazione di un linguaggio monadico.ia@tiamo
indiscernibilf* due elementil ed’ di D tali che, per ogni predicato monadico

OHEre) [d < ON)F r(x) [d]

Pertanto due elementi sono indiscernibili se tgttello che si puo dire di uno lo si puo dire di
un altro. Indichiamo cor la relazione di indiscernibilita.

Teorema 4.3.La relazione di indiscernibilita € una congrueizéD,l). Il relativo quoziente
prende il nome dridotto di (D,l). Se il linguaggio contiene solo predicati monadici, il
ridotto di ©,1) ha un numero di elementi minore o ugualé.a 2

* Questo tipo di relazione di equivalenza & moltgdnante ed & legata al principio degli indisceitnit
Leibniz secondo cui due elementi sono uguali s® tcid che si pud dire di uno si puo dire dell'altiSe si
specifica in quale linguaggio viene intesa I'espi@se “si pud dire”, allora in un linguaggio molpmvero &
evidente che due oggetti potrebbero essere nangligtili pur non essendo uguali.
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Dim. Che la relazione sia una congruenza e vero perché, per definizjpereognir,

d=d = d0l(a) = d'0OI(a).
Inoltre, seM = {ry,...rn} € l'insieme dei predicati monadici, allosapud anche essere vista
come il nucleo della funzione: D — P(M) che associa ad ogni elemenfdD la classeh(d)
dei predicati inM che sono verificati da. Da ci0 segue che il quozient®'(I') di (D,l)

modulo= ha un numero di elementi minore o uguale a qdeM(A) e quindi minore o uguale
a2,

Teorema 4.4.Data una interpretaziond{) di un linguaggio monodico con predicati
monadici. Allora il suo ridotto & una interpretarmoelementarmente equivalenteDal) che
ha un numero di elementi minore o ugualé.a 2

Dim. Basta osservare che poiché il linguaggio monadmo contiene I'identita, per il
teorema 4.1 il ridotto dil¥,l) € elementarmente equivalentebal).

Il seguente corollario mostra che possono esistéeepretazioni elementarmente equivalenti
ma non isomorfe.

Corollario 4.5. Supponiamo che una interpretaziorizl) di una logica monadica ad
predicati abbia pit di™2elementi. Allora il suo ridotto & una interpreta® elementarmente
equivalente al¥,l) non isomorfa alj,l).

Dim. Basta osservare che il ridotto @i,[) non puo essere isomorfol@,() poiché strutture
isomorfe hanno lo stesso numero di elementi.

Corollario 4.6. SiaT una teoria in una logica del primo ordine con sofwedicati monadici.
Allora:
a) T ha un modello se e solo se ha un modello con orerudi elementi minore o uguale

a?.

b) sea e una formula chiusa, alloflak a se e solo se ogni modelloicon un numero di
elementi minore o uguale d & anche un modello d,

c) due formulex e @ sono logicamente equivalenti se ammettono gli steedelli con un
numero di elementi minore o uguale"a 2

Dim. La proposizione a) € evidente. Per provare bpeaiamo che ogni modello dicon
un numero di elementi minore o uguale "asta anche un modello di. Sia ora D,l) un
gualunque modello dI e supponiamo per assurdo chiesia false, alloral,l) sarebbe un
modello diTC{- a}. Esisterebbe allora un modello di tale teoria connumero di elementi
minore o uguale a’2Cid & in contrasto con l'ipotesi. L'implicazioireversa & evidente.

Per provare c) osserviamo che2 logicamente equivalente @ se e solo s&— @ € una
tautologia. D’altra parter— @ € vera in tutte le interpretazioni se e solo sera in tutte le
interpretazioni con un numero di elementi minorggaale a 2 Cio implica c).

Corollario 4.7. Ogni teoria finita & decidibile. In altri terminsiste un procedimento effettivo
che permette di stabilire se una formala una conseguenza logica o men®.di

Dim. Supponiamo di dovere stabilire gesia una conseguenza logica ioppure no.
Possiamo mettere in moto il seguente algoritmo.

1. fissiamaom= 1 eD, = {1}
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2. calcoliamo l'insiemé,, delle possibili interpretazioni con dominiy,

3. isoliamo quelle interpretazioni iR, che sono modelli dT e verifichiamo che siano
anche modelli dia. Se questo non avviene ci fermiamo e concludialm®a non e
conseguenza logica @i Altrimenti incrementiaman di una unita ed aggiungiamoDla,

il numerom (in brevem :=m+1 eDpy = Dy, O{ m}).

4. Successivamente andiamo all’'istruzione 2 etiap® il ciclo fino a quandaon non
superi 2

5. Se il ciclo non é stato interrotto prima (peeratrovato un modello di che non verifica
a) possiamo concludere claeé conseguenza logica @i

Naturalmente un tale tipo di algoritmo e altaméipesante” e richiede un tempo di calcolo
enorme. Tuttavia in linea di principio puo essenplementato in un qualunque linguaggio di
programmazione. Come vedremo nell’'ultimo capit®lovece stato scoperto che in generale
le logiche che coinvolgono relazioni binarie nonsaecidibili.

A titolo di esercizio possiamo studiare cosa sdede una logica il cui linguaggio ha un
solo predicato monadiao Pertale logica un modello é costituito da una coppid)(con|(r)
sottoinsiemeésdi D, cioe da una coppia costituita da un insieme @ndsottoinsieme.

Inoltre per quanto riguarda la nozione di isonsorio vale la seguente proposizione.

Proposizione 4.8Due modelli D,S e O’,S’) di una logica con un solo predicato monadico
sono isomorfi se e solo §eé equipotente B’ edSe equipotente af’.

D.im Sef: D —D’ & un isomorfismo allora & anche una funzione bittiaD e D’ che
quindi sono equipotenti. Inoltre poiché per oghiD,

xS < f(x) OS,

la restrizione dif ad S & una applicazione biettiva tied S’ e questo prova che anche i
sottoinsiemiSed S’ sono equipotenti.

Viceversa supponiamo cliesia equipotente B’ ed Sequipotente a&’, allora anch®-S
€ equipotente ®'-S. Sianof; : S—S’ edf, = D-S—D’-S’ due funzioni biettive. Allora é
subito visto ché = f;[1f, & un isomorfismo trad,S) e ©’,S)).

In un linguaggio tanto povero naturalmente possessere espresse poche proprieta. Ad
esempio possiamo considerare la formidgx) che esprime il fatto ch&é non vuoto oppure
la formulalx-r(x) per esprimere il fatto ch&é non vuoto. In base al Corollario 4.5 per tale
logica possiamo riferirci solo ad interpretazidreui dominioD ha uno o due elementi. Non
e difficile elencarle tutte:
1. Caso un solo elementS8upponendo ad esempio dde= {a}, in P(D) vi sono solo due
sottoinsiemi,[] e {a}. Pertanto vi sono solo due possibili interpretazi({a},1,) e ({a},12)
che si ottengono ponendidr) = [0 elx(r) = {a}, rispettivamente.
2. Caso due elementsupponendo ad esempio dbe= {a,b}, in P(D) vi sono solo quattro
sottoinsiemi a cui corrispondono solo quattro gmbdnterpretazioni (g,b}, 13), {ab}, 14),
({a,b}, Is), ({a,b}, 1s) che si ottengono ponendigfr) =1, I4(r) =D, Is(r) = {a}, lg(r) = {b}.
Si noti comunque che la quinta e la sesta intespi@be sono
isomorfe tra loro e quindi in definiva ogni quesioin tale logica
puo essere verificata facendo riferimento solo allene cinque
interpretazioni ora elencate.

Ad esempio consideriamo [linterpretazione che stieoé
ponendoD uguale l'insieme dei punti del cerchio é&@) uguale
all'insieme dei punti interni all’ellisse. Alloraug elementi sono
equivalenti solo se appartengono entrambi all'sdisoppure se
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entrambi non appartengono all’ellisse. Allora ibgidotto & costituito solo da classE I(r) e
b = -I(r). E’ evidente che non essendo equipotenti le duerpretazioni, pur essendo
elementarmente equivalenti non possono essereisomorfe.

5. Prodotto diretto di due interpretazioni

Date due interpretazioniDg,l1) e [Dal2) di un linguaggiol, ci poniamo il problema di
definire la nozione dprodottodi tali interpretazioni, cioe di definire in moddeguato una
interpretazione che abbia come dominio il prododesiandd;xD,. Questo puo essere fatto
in vari modi come mostriamo negli esempi seguenti.

Prodotto di due insiemi ordinati: Ad esempio supponiamo chelirci sia solo il simbolo di
relazione binaria e che D1, <1) e D2, <2) siano due interpretazioni Hitali che<; e <, siano
due relazioni d’ordine. Allora possiamo definird peodotto D;xD- la relazione< ottenuta
ponendo
(X1, %2) < (Y1,Y2) = X1<Yy1 Oppure X; =Yy e X<y,.
In altre parole dovendo confrontarg,X2) con §;,y,) effettuiamo il confronto prima tra le
prime componenti, se le prime componenti coincidatiora si procede al confronto delle
seconde componenti. Ad esempio supponiamo chenanitrgli ordinamenti coincidano con
'insieme ordinatoN dei numeri naturali. Allora, ad esempio, avremme ¢h,2)< (2,1) e
(1,2) < (1,3). Questo modo di fare il prodotto, che prefldaome dilexicograficq ha
l'importante proprieta per cui il prodotto di dugtdli € ancora un ordine totale. Una ovvia
estensione di tale procedimento lo rende utile seimpio per inserire le parole in un
vocabolario in modo che l'ordinamento delle letteedl’alfabeto (che e totale) diventi un
ordinamento (totale) dell’insieme delle parole. éskmpio la paroldo viene messa prima
della parolami in quantod precede irm, la parolado viene invece messa dopo la pardéa
(ricordiamo che una parola di due lettere puo esgsta come una coppia).
Un modo diverso di effettuare il prodotto di dansiemi ordinati si ottiene ponendo :
(X1, %2) < (Y1,Y2) = X1<Y1 € X<Yo.
Rispetto a tale modo di definire I'ordinamento aobo che (1,2) non € confrontabile con
(2,1) mentre (1,2 (1,3). Tranne il caso banale in cui uno degli ensi abbia un solo
elemento, questo tipo di ordinamento non e totale.

Prodotto di due campi.Sial il linguaggio della teoria degli anelli unitari @4R, +,,0,1)il
campo dei numeri reali. Vogliamo definire una iptetazione dL che abbia come dominio il
prodotto cartesianBxR. Un primo modo di fare questo pud essere suggéaifa definizione
di numero complesso (si veda il capitolo 6) ponendo
(XYY = (xEXLy+y) 5 Ky)Xy') = K-y XY +yR').

Come e noto in questo modo si ottiene il campadeieri reali.

Un modo diverso di effettuare il prodotto consiatd definire oltre la somma anche il
prodotto“componente per componentebnendo

(xY)Xy") = X',yy').
Inoltre la costante O viene interpretata ancoralaaoppia (0,0), mentre la costante 1 con la
coppia (1,1). In questo mod®xR non risulta piu essere un campo. Infatti se ssw@@rano
due elementi del tipox(0) e (Oy) risulta che
(x,0)(0,y) = (0,0)

Questo significa che iRxR esistono divisori dello zero e quindi elementi matli che non
sono invertibili.

Si pone allora il seguente problema:
quale e il modo migliore di definire il prodotto diue interpretazioni ?
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Per dare una risposta a tale domanda ricordiam@udrelono il nome dproiezionile due
funzioniPry:D1xD,—D; e Pr:D1xD,— D, definite dall’essere:
Pri(X1,X2) = X1 ; Pra(Xg,X2) = Xo.
La parolaproiezionesi giustifica dal fatto che seq(x) si interpreta come un punto di un
piano le cui coordinate sonq e X, (in un sistema di assi cartesiani ortogonali) ralle
proiezioni si possono interpretare come proiezostogonali sugli assi cartesiani.
In matematica usa applicare il seguente principio:
“il prodotto di due strutture deve essere definitomodo tale che le proiezioni siano
degli epimorfismi”.
In base a tale principio date le due strutturer@tdi D1,<1) e (D2,<;) deve risultare che
(X1 X2)<(Y1Y2) = Pri(x1,%)<Pri(ynyz) = Xisyi
e
(XLYD)S(X2,y2) = Pra(X1,x2)<Pra(yy2) = Xo<yo.
Queste due equivalenze sono appunto soddisfatiesedi segue il secondo modo di definire
il prodotto di due ordinamenti cioé solo se sigon

(X1,%2) < (Y1,¥2) = X1<Y1 €Xo<Yo.

Problema: Dimostrare con un esempio che nel prodotto lex@igy le proiezioni non sono
omomorfismi.

Considerando invece il caso del prodotto del caagionumeri reali per se stesso, risultera
che

Pra((X1,%2)+(y1.y2)) = Pri(Xe,x2)+Pri(ys,y2) = X1+y1
e

Pra((X1,%2)+(Y1,y2)) = Pra(X1,%2)+Pra(y1,y2) = Xo+Yo.
Questo comporta che necessariamente

(X1, X2)+(Y1,Y2) = (Xaty1XotY2).
In altri termini il prodotto di due coppie deve essfatto moltiplicando le prime e le seconde.
Cio coincide con la definizione di somma di due eumcomplessi. Similmente se
consideriamo il prodotto allora deve essere
Pri((x1,%2) [y1,y2)) = Pra(Xe,X2)[Pra(ys,y2) = X1y
e
Pra((x1,%2) ly1,Y2)) = Pra(X1,%2) Pra(ys,y2) = Xl
Pertanto anche il prodotto viene definito compoeqmér componente. Per quanto riguarda
l'interpretaziond(0) della costante 0, se vogliamo che le proiezstemo omomorfismi allora
deve risultare che
Pri(1(0)) =11(0) ePrx(1(0)) =12(0)
e quindi chd(0) = (11(0),I2(0)) = (0,0). Similmente:
Pri(1(1)) =11(1) ePrx(1(1)) =12(1)

e quindi chd(1) = (11(1),12(1)) = (1,1).

Problema: Dimostrare con un esempio il fatto che la funziche associa ad ogni numero
complesso la sua parte reale non &€ un omomorfismo.

Queste considerazioni suggeriscono la seguenteiziefie:

Definizione 5.1. Siano Dj,l1) e D2l2) due interpretazioni di un linguaggib, allora
chiamiamoprodotto direttodi (Dy,11) € Oa2,12) l'interpretazioneld,l) tale che:

- D=D1xD>

- 1(0)((d1,d1),...,(dn,dy")) = (12(0)(dhy, ... dn), 12(N)(d1,...dn"))

- ((dg,dp))yeeey(dn,d)) O I(r) = (d,...dn) O 14(r) € @dd',...,dn") O 1x(r)
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- 1(c) = (11(c),12(c)).

Esempio.Consideriamo gli insiemi ordinata{b,c} e {1,2,3}, cioé le interpretazioni{y, |1) e
(Do, I2) con
D1 ={ab,c}, 11(s) ={(a,b), (b,c), (@.0), (a,a), (b,b),(c,q)}
D2 = {11213}’ |2(S) = {(1!2)! (213)! (113)1 (11), (212)!(313)}
allora il prodotto diretto di tali insiemi ha cont®minio D = {a,b,c} x{1,2,3} mentre la
relazione< é definita ponendo, per ogni coppien e (x',n"),

(x,n) < (x',n') se e solo sg<x' ensn'.

6. Proprieta che si conservano per prodotti diretti classi equazionali
Per esaminare le proprieta che si conservano pelotir diretti sono utili le seguenti due
proposizioni.

Proposizione 6.1.Date due interpretazionD(,l1) e D2,l2) ed il relativo prodotto diretto
(D,)), la prima e seconda proiezione sono epimorfiSlanseguentemente, per ogni terntine
1(t)((d1,dr’),..,(An,dn)) = (12(t)(dy,... ), [2(O)(d1,... dA")). (6.1)

Dim. Ripetendo quanto detto all'inizio del paragrafsserviamo che deé il nome di una
operazionen-aria, allora
Pry(1(0)((dy,dr),...,(dn,dr))) = 11(0)(dy,... dn) = 11(0)(Pry(dy,dr’),...,Pra(dn,dy’)).
Sec e una costante allora
Pry(I(c)) =11(c).
Infine, ser & il nome di una relaziorrearia, allora
((d,dr),...,(An,0)) O1(r) = (d1,...00) O1a(r) = (Pro(dy,dr’),... Pra(dn,dn’)) O 14(r).
Cio prova chér; € un omomorfismo. Analogo discorso vale per la sdagroiezione.
Per provare (6.1) osserviamo che, in base alremte4 del capitolo 6,
Pra(1(t)((dy,dr),...,(dn,dn))) = 11(t)(Pre(dy,dr’),...,Pra(dn,dy’)) = 11(t)(dy,...0h).

Pro(1(t)((d1,dr’),...,(0n,dr))) = 11(t)(Pra(dy,dy’),...,Pra(dn,dy’)) = 12(t)(dy,... dn). O

In altre parole tale proposizione afferma che sdgesie applicare un algoritntoad elementi

del prodotto, allora il risultato sara una coppiee i ottiene operando separatamente sulla
prima e sulla seconda componente secondo l'algoritmAd esempio se si considera il
prodotto direttoZxZ ed il termine X+y)[Z allora se si applica tale termine alle coppie )2,3
(2,-6), (5,4) allora il risultato sara ((2+2) (3-6)4).

Teorema 6.2.Siaf una formula atomica, allora

Oul) EB D2l FB = O, ) EL

Dim. Dobbiamo provare che vale I'equivalenza
Ouwl1) B [diy, ... ,dip], (D2l2) E Blday, ... , 02y
ind (D’ |) F ,8 [(dl,l, dz,n) ----- dl,n, d2,n)]
Per ognid; g, ... ,dhpinDredzy, . . ., dz, in D,. D’altra parte, supposto clfsia del tipo
r(tll--utm),
(Dy,l1) Er(ty,....tm) [di1, ... ,01n], (D2l2) E r(ty,... tw) [Oo1, ... , Cop]
e (l1i(t)(d1,2, ... ,d1p),-.., la(tm)(da,a, ..., d1p) 0 1a(r)
el{ty)(dzy, ... ,dap),..., la(tm)(do,g, ... ,d2n)00 12(r)
= ((t)((d1,1, d29), . . ., | (tm) (D1, A2) 0 1(r)
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= (DO, 1) Er(ty,....tm) [(d1,1, d21), . .., B1n, D2p)]-

In particolare possiamo applicare tale teorema fdlenule che sono equazioni. Cio e
importante poiché moltissime teorie matematicheosaepstituite da assiomi che sono
equazioni. Basta osservare che la proprieta ass@Giguella per cui un dato elemento e
elemento neutro, I' invertibilita, la proprieta comtativa, I' idempotenza, la distributivita,
sono tutte esprimibili tramite equazioni. Ad esemnfa teoria dei gruppi e definita dalle
seguenti equazioni:

KWZ =xyZ) ; xXH=1; «HX=1 ; xA=x ; Ik=x
Per ottenere la teoria dei gruppi abeliani e sigffite aggiungere l'equaziory = yiX. Altri
esempi di sono la teoria dei monoidi, la teoriaréécoli, la teoria degli anelli, la teoria delle
algebre di Boole.

Definizione 6.3. Chiamiamo equazionaleuna teoria per le strutture algebriche che sia
costituita da sole equazioni. Chiamiaegiasse equazionale varietala classe dei modelli di
una teoria equazionale.

L'importanza delle classi equazionali € quella disexe chiuse rispetto le principali
costruzioni algebriche. Cio rende piu agevole lmt dei gruppi, degli anelli, dei reticoli e di
molte altre classi di strutture equazionali stueldéi matematici.

Teorema6.4. SiaC una classe di strutture algebriche. Allagt& equazionali se e solo se e
chiusa per quozienti, per sottoalgebre, per cagumorfe e per prodotti diretti.

Dim. SiaT un sistema di assiomi per la clagseostituito da sole equazioni. Dal teorema 3.1

segue che il quoziente di un modelloTdé ancora un modello di. Dal teorema 8.2 del
capitolo 6 segue che $& un modello dil allora ogni sua sottostruttura € un modelld di
Dal corollario 3.2 del capitolo 6 segue che ogrpiacisomorfa di un modello dI e un
modello diT. Infine con il teorema 6.2 abbiamo gia provato ¢h@adotto di due modelli di
T e ancora un modello di.

La dimostrazione della parte inversa del teorecha € meno immediata) non viene fatta.

Ad esempio, poiché la classe dei gruppi € unatéarédbiamo che

- ogni sottostruttura di un gruppo & ancora un goup

- il quoziente di un gruppo & ancora un gruppo

- il prodotto diretto di una famiglia di gruppi @@ra un gruppo.

- ogni copia isomorfa di un gruppo & ancora un goup

Per la classe degli anelli, che costituisce un#tarvalgono le stesse proprieta. Si osservi
che invece la classe dei campi non e una varietattii come abbiamo gia visto, il prodotto
diretto di due campi non € un campo.

Proposizione 6.5.La classe dei campi non €& equazionale, non € lplessquindi
assiomatizzare la nozione di campo tramite sol@zaquni come nel caso dei gruppi e degli
anelli.

Nota. Si osservi che il fatto che la teoria dei camplizgi la formulalx(- (x=0) - Cy(xy=1))
esprimente I'esistenza dell'inverso e che tale ditamon € una equazione non per se stessa
una prova che la classe dei campi non e equaziohdbdti niente esclude che si possa
riformulare tale assioma tramite opportune equazion
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Nota. Anche I'eliminazione del quantificatore esistenzidtamite una funzione opportuna
non migliora la situazione. Infatti riducianmiox(- (x=0)- Oy(xly=1)) nella forma normale
premessalxy(- (x=0) - (xly=1)) e quindi, tramite una funziomeav, riscriviamo tale formula
in Ox(= (x=0)) - (xlihv(x)=1)) o, se si vuole,Ix((x=0))(xlihv(x)=1)). Otteniamo una formula
che, per quanto universale, non &€ una equazione.

Problema. Dimostrare che la classe dei gruppi di ordinearerdi 100 non € una varieta.
Problema. Esiste una teoria equazionale categorica (cioé inodelli sono tutti isomorfi tra
loro) ?

La classe delle formule che si conservano pergitiodiretti € molto piu ampia di quella
delle sole formule atomiche. Per mostrare quegto fatroduciamo un po’ di nomenclatura
chiamando:

- clausola di Hornogni clausola con al piu un letterale positivo

- formula di Horn Ogni formula in forma normale premes&ax;...Qxn(@) con a

congiunzione di clausole di Horn
Pertanto o una clausola di Horn non contiene kditpositivi ed allora € del tipe (a:0...Oary)
oppure e una clausola di programma.

Teorema 6.6.Siano Dy,l1) e D2,12) due interpretazioni e si®(|) il relativo prodotto diretto,
allora per ogni formula di Horf?

(D) EB D2, 1) EB = O, )EL

Dim. Abbiamo gia dimostrato che il teorema vale pefolenule atomiche. Supponiamo
chefsia la congiunzione di formule atomicfd]...[]5,. Allora,

Ouxl1) F A0...06,, D2l2) F AL...06
e DOul) EL ... OLl) E Gy D2l E Bi....D212) E S
= O,N)EB, ...O,D)E L = (D, ) E ALO..OB.
Sef e del tipo- (4L0...06),
(D1, 11) E = (40...06), D2, 1) E = (40...0an)
= non O, Ih) £ A...06, non Dy, Io) F A0...006,
= non DO,k A0..06, = (O, k-~ (4A0..08).

Consideriamo ora il caso in cfisia una qualunque formula di Holix;...Ox,(an 0 ...,0a)
dove a,...,ax sono clausole di Horn Per la legge della distriitat del quantificatore
universale rispetto alla congiunzione, tale formwguivale all'insieme di formule
OX1...0%y(@1), ...,.0x1...0xn(ak). Pertanto € sufficiente provare il teorema sao formule
del tipo Ox;...[O%:(H) con S clausola di Horn. Supponiamo clfecoincida con una clausola

del tipo a1 [l...Oam— a, siano @11, db1), . . ., flin, dop) elementi diD1xD; e supponiamo che
per tutti gli a;,
DO,k a [(di ), ..., Hin, dop)]
Allora,
Dy, 1) Fai [dig,,...,0hp] € O212)Fa [doyg, ..., 0op)
e quindi
Dy, 1) Faldiy,,....dinJe Oz o) F aldzy, ... ,d2p].

Essendoa atomica, abbiamo gia provato che cio comporta €hd)(F a [(d11, dz 1), ...,
(d1, d2y)]. Possiamo pertanto concludere che
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(D, |) Fad...Uom— a [(dl,L dzyl), C ey dl,n; dz,n)]. U]

7. Prodotto diretto di una qualunque famiglia di interpretazioni

La definizione di prodotto di due interpretazioniopessere facilmente estesa al prodotto di un
numero finito di interpretazioni. Volendo dare umazione di prodotto per una qualunque
famiglia (eventualmente infinita) di interpretazieicordiamo per prima cosa come si estende
la nozione di prodotto cartesiano. A tale proposgserviamo che, dati gli insief,... Dy, il
prodotto cartesianDix...xD,, &€ definito come I'insieme delle-ple (dy,...d,). Ora fissare una
n-pla significa dire quale e il primo elemento (socel D;), quale € il secondo elemento
(scelto inDy) ... e cosi via. Allora una-pla puo essere vista come una funzibngl,...,n}
—D;0...0D, tale chef(i)ID;. Ad esempio se si pori&y, = {x,y,z}, D, = {a,b,c}, D, ={2,3},
allora un elemento dd;xD,xD3 e ad esempio (B,2}. Questo elemento po’ essere visto come
I'applicazionef : {1,2,3} — {x,y,z,ab,c,2,3} che associa

-ad 1 il valore 2,

-a2il valoreb,

-a3ilvalore 2.

Ne segue che il prodotto cartesiano puo esseraitefiome l'insieme

Questo modo di definire il prodotto cartesiano eepdssibile la seguente generalizzaz@ne
caso di infiniti insiemi.

Definizione 7.1. Se Oj)ny € una famiglia di insiemi chiamiamprodotto cartesianp
l'insieme Mgy D; delle funzionif : I - UjgD; tali chef(j)OID; per ognijdJ. Chiamiamo
proiezione j-esim#a funzionepr; :MN;n; D; —D; definita dal porre

pri(f) = ().

Come al solito, una funziorfe: I - U;n;D; a volte viene indicata scrivendt(ix}ig.. Se tutti
gli elementi di tale famiglia coincidono con l'iagieD allora indichiamo co” il prodotto
cartesiano e diciamo chB’ & la potenza cartesianali D con insieme di indiciJ.
NaturalmenteD’ coincide con l'insieme delle funzionidin D.

Definizione 7.2.Sia (j)jn; una famiglia di interpretazioni di un linguaggidconl; = (D;,l;).
Chiamiamaprodotto direttodi (1;);n; I'interpretaziondljyl; = (D,I) tale che:

-D=MNjyD

- 1(0)(f1,...f) () = (;(0)(f1()....f())) per ognilld

- 1) ={(fy,...f9) | (2G)..-. FG)T 1(r) per ogniiJ}

- 1(0) = (1j(0))ja.

Se tutti gli elementi della famiglid;)jn; coincidono con una stessa interpretazipradiora
preferiamo parlare dpotenza diretta di | con insieme di indici inel scriverema” per
indicare tale potenza.

Esempio. Sia R, <, +,[10, 1) il campo ordinato dei numeri reali e lsiaN. Allora la potenza
diretta di tale struttura con insieme di indic la strutturai", <, +, 0 u, 2) in cui si pone

- (%)non < (Yn)non S€ e Solo sg, <y, per ogninCN

- (X)non + ()non = XntYn)non

- (Xn)non EYn)non = Kaln)non
- U € la successione costantemente uguale ad 1

- Z € la successione costantemente uguale a zero.
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E' da notare che tale struttura & un anello unithgui zero & e la cui unita &. TuttaviaR"
non € un campo in quanto esistono elementi che slrisori dello zero e quindi non
invertibili. Infatti sia

- p = (pn)non la successione che assume valorerié&eari e 0 sa e dispari

-d = (dy)non la successione che assume valoretéeari ed 1 se e dispari.

Allora il prodottopld € uguale a zero pur essenmed diversi da zero.

Le proposizioni dimostrate per il prodotto di dugerpretazioni possono essere estese
facilmente al prodotto di una famiglia di inter@zioni.

Proposizione 7.3Per ogni[lJ la j-proiezionepr; : D — D; & un omomorfismo suriettivo del
prodotto diretto D,I) nella componentel),l;). Conseguentemente, per ogni termires per
ognijJ

1O (Fr,...£)G) = L OEG).--f())- (7.1)

Proof. Siah il nome di una operazionearia, allora

Pri(1(0)(fa,...fn)) = 1;(0)(f2()..- £a() = 1i(M)(Pr(Fr).... Pr(fn)).

Sec e una costante allora
pri(1(c)) =1;(c).

Infine, ser e il nome di una relazionearia, allora

(fr,...f0) O 1) = (f20).-.-£a()) T 1i(r) = (Pri(fa),... pri(fn)) T 1i(r).
Cio prova chepr; € un omomorfismo. Considerando la (2.1) della psopone 2.1 abbiamo
che

1) (Fa,.... £)G) = pr (O (... £)) = )P, .. pr(R)) = L@ (F2G).... Q). 0

Teorema7.4.SiaC una classe equazionale, allgr& chiusa per quozienti, per sottoalgebre,
per copie isomorfe e per prodotti diretti di fanreglli elementi dC.

Il seguente teorema, di cui omettiamo la dimostree] permette di invertire tale teorema.
Esso fornisce una caratterizzazione delle varietd in termini del tipo di assiomi usati
(equazioni) ma in termini di chiusura rispetto alewoperazioni di carattere algebrico sulle
strutture che compongono la varieta.

Teorema 7.5. (Teorema fondamentale sulle classi equazion&@ip C una classe di

interpretazioni chiusa per sottostrutture, quozieptodotti diretti di famiglie e copie
isomorfe. Allora tale classe € una varieta e péstasiste un sistema di assiomi @eespressi
tramite equazioni.

8. Ultraprodotto: una costruzione che conserva tué le proprieta
SiaSun insieme, allora chiamianiidtro suSun sottoinsiemé& di P(S) tale che:

i) XOFeYOF = XnYUOF

i) XO0F, YOX = YOF

i) SOF.

Un filtro si diceproprio se non coincide coR(S). Una classe di filtri si ottiene fissando un

sottoinsiemeC di Se ponendo ¥ = {XOP(S : X O C}. | filtri ottenuti in questo modo si
dicono filtri principali.
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Esempi.Siap : P(S - [0,1] & una probabilita finitamente additieaponiamar = {XOS:
p(X) = 1} allora¥ € un filtro. Infatti le condizioni ii) e iii) sonevidenti
XOFeYUF =pX)=1ep(Y)=1

= p(XnY) = p(X)+p(Y) - p(XOY) = 1+1-1=1= Xn YOF.
SeSeé infinito un esempio importante di filtro & iltfo degli insiemicofiniti, cioeF = {X: S-
X e finito o vuoto}. L'ipotesi ch& sia infinito € essenziale poiché altrimentcoinciderebbe
con®(S). Un altro esempio e il filtro degli intorni di ypunto in uno spazio topologico.

Esercizio.Dimostrare che tutti gli esempi esposti sono filtri

Diciamo che un filtro proprig- e unultrafiltro o chef é unfiltro primo se

iv) per ogniX O P(S), o XOF oppure-X OF.
Il filtro dei cofiniti non e un ultrafiltro poiché&e X & un insieme che sia infinito ed il cui
complemento e infinito allora sid che X non appartengono &. Neanche il filtro degli

intorni di un punto risulta essere un ultrafilt&i.noti che se¢F e un ultrafiltro allora, per ogni
XeYinP(S),

v) XOYO¥F <« XOF oppureY O F.

Infatti, suppostaX OY O 7, se non foss¥ U ¥ dovrebbe esser& ] ¥ e quindi K JY)n-X
= Yn-XO ¥ . Essendd& [0 Yn-X, cio comporterebbe chéeF .

Esercizio.Provare che s8e un insieme finito allora tutti i filtri sS& sono principali.
Esercizio. Sia¥ un filtro.

- Provare chél non puo appartenere ad un filtfo

- Provare che non esistgtale cheXt¥ e-X OF.

Nel seguito saremo interessati agli ultrafiltri clm®n siano principali. La seguente
proposizione mostra come sono fatti gli ultrafifirincipali.

Proposizione 8.1Le seguenti asserzioni sono equivalenti:
a) ¥ e un ultrafiltro principale.

b) ¥ & generato da un singolettgt{cioe ¥ = {XOP(S : x[X}.
c) ¥ € un ultrafiltro che non contiene il filtro dei ¢witi.

d) # é un ultrafiltro che contiene un insieme finito

Dim. a)= b). SiaF un ultrafiltro e sigF generato dall'insiem¥. SeX non fosse un singoletto
Si potrebbe "spezzare" in due insiemi non viatie X, cioe X = X;[0X; con X;nX; = 0.
Allora avremmo che;00X; O F maX;O F e X, O F , in contrasto con lipotesi cl¥€ sia
primo.

b) = c) Evidente in quant&-{x} & un cofinito non appartenente &d
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c) = d) Supponiamo ch& sia primo e si& un cofinito che non appartiene @d L'ipotesi
che ¥ sia principale comporta allora che il complemedtoC sia un insieme finitaZ
appartenente af.

d) = a) SiaZ un insieme finito appartenente &l PoichéZ & unione finita dei suoi
singoletti, dalla proprieta v) segue che almenaingoletto &}con x(0 Z appartiene &. Ne
segue ch& O {XOP(S) : xUX}. D'altra parte sX J #, poiché anch&n{x} F dovra essere

Xn{x}z0 e quindixOX. Cio prova cher = {XOP(S : xUX} da cui segue immediatamente
a). 0

Definizione 8.2.Sia (j)jos una famiglia di strutture dello stesso tipo%din filtro in S. Per
ogni coppiaf e g in MjngdD; poniamoE(f,g) = {jOUS | f(j) = 9(j)}. Allora definiamo una
relazione binari&s in M;os D; ponendo

f=rg = E(f,g)0OF.
Sef =¢g allora diciamo anche cle g coincidono quasi ovunquespettof.

Esempi.Se ¥ é il filtro dei cofiniti alloraf e g sono equivalenti se coincidono a meno di un
numero finito di punti. Sig il filtro determinato da una probabilita Allora f =-g se e solo
se la probabilita chfXx) coincida cong(x) € uno. Sef e il filtro principale generato dx
alloraf =#g se e solo sée g coincidono negli elementi K. Nel casoX=S alloraf =rg se e
solo se eg coincidono in tutto S. Pertanto in tale casocoincide con l'identita.

Proposizione 8.3Sia (;)jos una famiglia di interpretazioni & un filtro suS ed indichiamo
con O,1) linterpretazione tale che

-D=T1 j0J DJ

- 1(0)(f1,...f)() = (;(0)(F1(j),..-f:(j))) per ognij1J

- 1(r) = {(f1,...f9) | (10),..-f())T I;(r) quasi ovunque rispetto &g

- 1(©) = ((©))joa-

Allora la relaziones+€ una congruenza i(l).

Dim. La proprieta riflessiva e simmetricaZl}i- € evidente. Per provare la proprieta transitiva,
supponiamo chd =+~ g e g =~ s e quindi cheE(f,g) OF e E(g,s) O%. Allora,
E(f,g)nE(g,90 F e quindi, poiché(f,s) 00 E(f,g) n E(g,s) risulta cheE(f,s) O F e quindi che
f=zs.

Siah il nome di una operazionearia edfs,... fn €01,...0n €lementi difljoD; tali chef; = g;.
Vogliamo provare chfo)(fy,...fn) =+ 1(0)(91,...Gn). Infatti per ipotesi

E(f,00) OF, ... E(fn,on) OF

e quindi, per i),

E(fL.o1)n...n E(fn,gn) = {iOS|f1() = 910),-. fa() = 9n()} O F.
Poiché

{10S11(0)(fa,... fn)() = 1(0)(Q1..-- 8n) ()}= { 1S [1;(0)(f2(0)...- fn()) =1j(0)(1(1).- Gn(1))}
O {i0S11G) = 910),--+ fa() = 9n()}-
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Per ii) abbiamo chej{iS | 1(0)(f,...fn)()) =1(0)(91,...9n) ()} O F.
Siar il nome di una relazione-aria, e siandy,...f, € gi,...gn €lementi dilf;zdD; tali che
fi =g Allora
(fr,..f9) ON(r) = {jOS: (f1(),...fG)O LI OF
< E(fLgn)n...0 E(fn,g)n{itS: (f2(),... £ D (N} O F

< {jOS] @(),---g:0))0 (N} IF < (gu,---s) T 1(r). O

Si osservi che l'interpretazion®,() differisce dal prodotto diretto solo per il modome
sono definite le relazioni. Ad esempio, consideca® ed il filtro dei cofiniti, in O,!) la
relazione d'ordine porra{)non < (bn)non S€@n < by tranne che per un numero finito di interi
n. Se non esistono relazioni, cioe le struttiysono strutture algebriche, allofa,[) coincide

con il prodotto diretto e quingi € una congruenza in tale prodotto.

Nota. Se nelle strutturg esistono anche relazioni allorg pur essendo compatibile con le
operazioni nel prodotto diretto non e in generamgatibile con le relazioni e quindi non e
una congruenza. Ad esempio, consideriamo il prodiitettoR" doveR & il campo ordinato
dei numeri reali e si& il filtro dei cofiniti. Sianoa = (a,)non € b = (b)non due successioni tali
cheap<b, per ogninlIN. Supponiamo cha' = (a'n)non Sia la successione ottenuta ponendo
a'y = 2 ea', = a, per ogni interazl e ched' = (b'))non Sia tale chéd',=1 eb’, = b, per ognin

# 1. Allora risulta che<b ma che, pur essendcra’, b =#b', non é vero che<b.

Definizione 8.4. Chiamiamo prodotto ridotto di (I;)jns modulo # il quoziente della

interpretazione definita in Proposizione 8.3 modaldse¥ e un ultrafiltro allora il prodotto

ridotto € chiamataltraprodotta Se inoltre tutte le strutture della famiglia aidono allora
parleremo dultrapotenza

In definitiva abbiamo che il prodotto ridotsé = (D",I") & l'interpretazione tale che:
-D’ ¢ il quoziente diljosD; modulo=x

-1 (c) = [(15(0))icdl,
-1 (N)([fa],....[R]) = [(1(N)(F1G).. f(1)))ia]
-1 (r) = {{[fa].-..[f) | (f2().-- £G)) D 1j(r) quasi ovunque}.
Supponiamo ché sia un filtro principale generato da un sottoimseex di S allora O',1)

coincide, a meno di isomorfismi, con il prodottaetio My I; doveT = SX. Infatti non &
difficile provare che la corrispondenza che assadiagni f] O D la restrizione df aT & un
isomorfismo traD",I") eMjr I;. In particolare, s& = {S}, allora la nozione di prodotto ridotto
coincide con quella di prodotto diretto. Questm#iga che la nozione di prodotto ridotto non
e interessante nel caso dei filtri principali. Baesto motivo nel seguito considereremo solo
filtri non principali.

Esempio. Torniamo all'esempio delle successioni di numeaiire consideriamo come filtro
la classe dei cofiniti. In tale caso due successono equivalenti se e solo se coincidono da
un certo indice in poi. Sa = (an)non € b = (br)non SONo due successioni di reali allogh £

[b] se e solo se esista tale chea,<b, per ognin>m. Inoltre lo zero § puo essere
rappresentato da una qualunque successione chgusée a zero da un opportuno indice in
poi. Anche in questo cas®/= & un anello avente divisori dello zero e quindnré un
campo. Infatti con riferimento alle notazioni dedempio precedente, [ftj]=[z] pur essendo
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[p] # [7 e [q] # [4. Supponiamo invece ch& sia un ultrafiltro. Allora continua ad essere
[p]Mq] = [Z]. In questo caso pero o risultd] E [Z] oppure risultad] = [Z]. Infatti, essendor
primo, o risulta che l'insieme dei pari appartiaae’ oppure l'insieme dei dispari appartiene

adF. Nel primo caso risulta ch=z, nel secondo caso risulta ofjez. In definitiva [p] e [q]

non sono una coppia di divisori dello zero. In t@&ome vedremo nel seguito l'ultrapotenza
di un campo € ancora un campo e quindi non pucepess divisori dello zero.

Esponiamo ora il teorema fondamentale sugli ultdptti che asserisce che tutte le proprieta
esprimibili tramite una formula del primo ordinecsinservano per ultraprodotti.

Teorema 8.5. (Teorema fondamentale sugli ultraprodott§ia (j)jns una famiglia di
interpretazioni di un linguaggig, U un ultrafiltro suSedl” = (D",I") l'ultraprodotto di tale
famiglia tramite?{. Allora

(i) per ogni terming(xy,....%,) € [fil,...,[f] O D’ risulta

FOF,--o o) = [GOEGD, - F0))icd]
(ii) per ogni formulaa(xy, ..., Xn) € [fi],....[fr] O D risulta

Ve a [, fl]l < {j031F a [f(),. ()] O U
(iif) per ogni formula chiusa
I+ a < {j0J|]; Fa}OU.

Dim. Indichiamo conl la struttura definita in proposizione 7.3. Alloessendo=# una
congruenza, per la proposizione 2.1 abbiamo che:

@O fad,- [fa]) = DO EenF)] = (GO EG), .- Fa())ica].
Cio prova (i). Per provare (ii) procediamo per inidtne sulla complessita della formutaSe
a e la formula atomica(t,... ty) allora

U E r(taetm) (el = (C@O@Tf D)o U (- [fD) D1 (r)
< (). M)l () (Fr - f)]) D H() = (()(F-c o), It (Fo- - ) D)
= {j03 () (F2G), - FaG))s -0 i) (F2G), - Fa())) D (YO U
< {j0J |k a [f(),...f()]} O U.
Supponiamo che (ii) sia vera per le formaie S, allora, ricordando che
XOU eYUOU = XnYOU,

| £ OB [[fu,...[t]] = | E a [[fd,...[f]] el E B [[fd,....[f]
< {j0J |k a [f1(),...f0) O U e {OI |1 E B [f1G),... (B O U
<= {031 a [f0),.-f@OI n{i0I |1 £ B [f20),.-F@]} O U
< {031k a [f10),... ()] e l; £ B [f(),...fn()]} O U
= {031 £ aUB [f(),... ()} O U.
Utilizzando la proprieta
XOU oYUU = XOY DU,

| e aOB [[fi].....[0] = 1 £ a [[fd....[f]] oppurel & B [[fa],...,[f]]

= {i03 [l F a [f20).---f()]} O U oppure {0J [ £ S [f1G),.- fa()]} O U
= {i03 1l F a [f10),- £SO O{OI [ 1 F B [f1G),... fa()]} O U

= {i03 [l F a [f0)...-fa()] oppurel; ¥ B [f2().... fn()]} O U
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< {j03 11 £ abB [fa()....f()I} O U.
Inoltre, ricordando che in ogni ultrafiltro
XOU=XOU.
| £ =a [[fi,...[T"]] < nonlk a [[fd],....[fn]] = non {0J |1 & a [f1().... ()} O U
= {j0J3|nonlj k a [f1(),...f()OU = {jOI|l; E=a [F1()....F:()]} O U.
Infine per una formula del tipdx a osserviamo che per ipotesi di induzione
| £ Oxa [[fi],...[f]] < esistef OD talechd £ a [[fi],....[f].....[f]]
- esistef] 0D tale che [0J |1; k a [f1(),...fG),...fa(@)]} O U

D'altra parte, poichj) e un elemento db;,
esiste f| 0D’ tale che {0J | i & a [f1(),...f0),... fa()} O U

= {j0J | esisted,[ID; tale chd; £ a [fi(j),...d....fn(D]} O U

< {j0J |1 kF Dsa [fi(),...fn() O U.
Viceversa, supponiamo chg |l £ Dxa [f1(),...fn()]} O U e che quindi f1J | esiste
dD; tale chd; k a [fi(),...d;,...fa()]} T U. Allora possiamo definiré ponendo, per ogni

j0J, (j) uguale ad un elementii1D; tale chd; k a [fi(j),...d;,...fn(j)] Se tale elemento esi§te
e ponendd(j) uguale ad un qualsiasi elementdgaltrimenti. Allora f] € un elemento dd

tale che {00J |1 £ a [f1(),...f(),...fn()]} O U. Cio implica chd £ Dxa [[f4],....[fa]]- 0
Da quanto ora provato consegue immediatamentguiesge teorema.

Teorema 8.6.Se una proprieta vale per tutte le componentirdultraprodotto allora vale
anche per l'ultraprodotto. In particolare, un ytodotto di una famiglia di modelli di una
teoria del primo ordin@ e ancora un modello di

Ne segue che, ad esempio, un ultraprodotto di amagfia di campi € ancora un campo. Si
osservi che invece un prodotto diretto di una féimidi campi € solo un anello come mostra
I'esempio delle successioni di numeri reali.

9. Applicazioni della teoria degli ultraprodotti.
Una ovvia conseguenza del teorema 3.6 ¢ il segueotema.

Teorema 9.1.Data una interpretazion® (), ogni ultrapotenza diY,l) & elementarmente
equivalente aly,l), cioe verifica le stesse proprieta del primo oeddi O,).

Nel capitolo 6 abbiamo visto che due strutturenisde sono elementarmente equivalenti.
Poiché in generale la potenza di un modello irdir#®ll seguente corollario mostra che |l
viceversa non e vero.

Corollario 9.2. Dato un modello infinito@,l) esiste un modello elementarmente equivalente
a O,1) ma non isomorfo &xl).

Omettiamo la dimostrazione della seguente propmsezi
Proposizione 9.3Dato un insiemé& ogni filtro suSsi pud estendere ad un ultrafiltro Suin

particolare, ses e infinito il filtro dei cofiniti si pud estenderad un ultrafiltro che non é
principale.
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E' possibile ora provare uno dei principali teorelelia logica matematica.

Teorema 9.4(Teorema di compattezza). Siain insieme di formule, allora
T ammette un modelle- ogni parte finita dir ammette un modello.

Dim. E' evidente che sEammette un modelld)l) allora ogni parte finita di ammette D,I)
come modello. Viceversa, supponiamo che ogni pfamiea di T ammette un modello e
supponiamo chd sia ordinato in una successiong a .. Per ognijOS sia ©O;,l;) un
modello diT; = {a,...,a;} e siaU un ultrafiltro (non principale) dN. Voglio provare che
l'ultraprodotto D, 1) della famiglia (D;,l;))jon € un modello di. Infatti sea O T allora risulta
chea O T; e quindi ;1)) £ a per ogni indicg maggiore di un opportuno intema Ne segue
che linsieme { O N : (D;l)) ¥ a} e cofinito e quindi appartiene a@/. Per il teorema
fondamentale sugli ultraprodotti ne segue ofeevera in D, ). 0

Definizione 9.5.Indichiamo coralm(n) la formulax;... Ox,((x1 # X2)O...0(% # %)...) e con
Inf I'insieme di formule &lm(n) : nCIN}.

La formulaalm(n) afferma l'esistenza di almemoelementi distinti. L'insieménf di formule
esprime il fatto che un modello e infinito nel serke una interpretazionB,() € un modello
dell'insiemelnf di formule se e solo 42 ¢é infinito.

Teorema 9.6.SiaT una teoria tale che per ogni intar@siste un modello finito di cardinalita
maggiore dn. Allora T ammette un modello infinito.

Dim. Consideriamo la teoriddInf. Ogni parte finita di tale teoria ammette un maounled!
quindi l'intera teoria ammette un modello. Ma undeito di TOInf € un modello diT che sia
infinito e quindiT ammette un modello infinito.

Un modo piu diretto di costruire un modello infodi T e il seguente. Per ogni intencsia

(Dn,In) un modello diT di cardinalita maggiore di, sia?{ un ultrafiltro non principale s e
sia O,I) il relativo ultraprodotto. Voglio provare ch®,() ha cardinalita infinita. Sappiamo
chealm(n) é vera in tutti i modelli@m,lm) conm=n e che quindifn: I, F alim(n)} O U. Cio

comporta che per ognila formulaalm(n) &€ vera in D,l). In definitiva O,l) € un modello di
Inf e quindi & infinito. 0

Proposizione 9.7Non esiste un insieme di formule capace di espareeproprieta di essere
finito. Pertanto la teoria dei gruppi finiti noreesiomatizzabile al primo ordine.

10. Ultraprodotti, infinitesimi ed infiniti

Una applicazione molto interessante della teorigliddtraprodotti € legata al campo dei
numeri reali. Ricordiamo che uanello unitario commutativoe una struttura algebrica
(D,+,[D,1) tale che:

1) (D,+,0) € un gruppo commutativo
2) (D,C1) é una operazione associativa e commutativdl camme elemento neutro
3. vale la proprieta distributiva cioe
(atb)(d = ald+bld
In ogni anello unitario commutativo risulta che:



pag. 134 Cap. 7: PRODOTTI ED ULTRAPRODOTTI G. Gerla

i) xO=0.

i) X((ry) = x4

iii) X[(+1) é 'opposto dk.
iv) (-1)% = 1.

Infatti, per provare i) osserviamo che per la pietardistributivax0 = x[(0+0) =x0+x0 da
cui, sottraendo da entrambi i memkif), si ricava che® = 0. Per provare ii) osserviamo che
X[(ty)+xiy = x[(+y+¥) = x[0 = 0. Le rimanenti proprietd sono ovvie.

Definizione 10.1.Un anello unitario commutativoD(+,[,D,1) € chiamatacampo se -
{0}, 1) € un gruppo. Chiamiamoeampo ordinatouna struttura d,+,[D,1<) tale che
(D,+,[D,1) sia un campo=una relazione d'ordine totale tale che:

l)a<b = at+c<b+c,
2) c=0,a<b = ac<bc

Chiamiamapositivi gli elementi maggiori di 0 eegativigli elementi minori di O.

Proposizione 10.2In ogni campo ordinato risulta che:
i) a<b = a-b<0,

ii)a<b = 0<b-a

i) b0 =« -b<O.

iv) c20,b>0 = bld=>0

v) ¢=20,a<0 = ac<0

vi) c<0,b<0 = bld=0

v) 1>0, -1<0.

Dim. L’implicazione i) si ottiene ponendo=-b in 1). La ii) si ottiene ponendo= -a. Se in
i) si ponea = 0 allora si ottiend > 0 = -b <0. Se in ii) si pond = 0 si ottienea<0 = 0O<-a.
In questo modo la iii) € dimostrata. Le rimanemt@ggieta si dimostrano in modo analogo.

La struttura algebrica definita dai razionali étypico esempio di campo ordinato.

Definizione 10.3.Un elementax di un campo ordinato si chianmafinito positivose risulta
che x>pl1 qualunque sia l'interp. Chiamiamoinfinito negativo I'opposto di un infinito
positivo. Chiamiamanfinitesimo positivo(negativg un elementax che sia l'inverso di un
elemento infinito positivo (negativo).

Pertanto un elemento positivo di un campo € umiteSimo positivo sex<1l/p per ogni
naturalep. Un elemento negativoe un infinitesimo negativo se> -1/p per ogni naturale.

Definizione 10.4.Un campo ordinato O0,+,0D,1<) si dice archimedeose non ammette
elementi infiniti positivi, cioé seélx[ID [pCIN tale chep/1 =x.
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Da notare che un assioma simile lo abbiamo gi@ \gsiando abbiamo definito la classe di
grandezze omogenee. Il campo dei numeri raziodali@ampo dei numeri reali risulta essere
archimedeo. | campi non archimedei sono molto aliff@nti perché in essi & possibile
sviluppare una teoria degli infiniti e degli infiesimi. Ad esempio possiamo dire che due
elementix edy di un campo ordinato sonfinitamente vicinisex-y & un infinitesimo. Per gli
infinitesimi e gli infiniti valgono molte proprietéhe sono in accordo con la nostra intuizione
di infinito ed infinitesimo. Ad esempio la seguergsposizione mette in rilievo che se
sottraggo 1 da un elemento infinito positivo allaiengo ancora un elemento infinito
positivo.

Proposizione 10.5Indichiamo cor™,, I'insieme degli infiniti positivi. Allora
xO1'y, = x101%,
e pertantd”,, non ammette minimo.

Dim. Poniamox’ = x-1, allora poiché per ogm vale (i+1)d < x risulta chen1 + 1< x e
quindi chen[d < x'. Pertanto<’ € un infinito.

Infine arriviamo alla piu importante proprieta deimpi ordinati, la completezza. Nel
seguito dati due sottoinsierAie B di un insieme ordinatecriveremoA < B per indicare che
ogni elemento dA € minore di ogni elemento &i. In tale caso si dice anche che B sono
separati Chiameremoglemento separatotelella coppiaA e B un elementa tale A < {u}<B
cioe un elementa maggiore di tutti gli elementi di e minore di tutti gli elementi dB.

Definizione 10.6.Un campo ordinato si diasompletose ogni coppi# e Bdi sottoinsiemi di
D tali cheA<B ammette un elemento separatore.

Come per I'assioma di Archimede abbiamo gia comatdda proprieta di completezza
nella teoria delle grandezze omogenee sotto il ndim@ntinuitd La cosa non deve

sorprendere perché la teoria delle grandezze omeegewstituiva appunto un sostituto
della teoria dei numeri reali.

Proposizione 10.70gni campo completo € archimedeo.

Dim. Supponiamo che);+,[D,1<) sia un campo completo e poniamo
A={na:nLN}; B ={xOD : x & infinito positivo}}.

Supponiamo per assurdo che tale campo non sianadbb, alloraB € non vuoto.

Inoltre, per definizione di elemento infinito pogd abbiamo cheA < B. Siau un

elemento separatore di tale coppia di insiemifalloin quanto maggiorante @& é un

infinito e quindi appartiene B. Inoltreu, che & anche minoranteBliappartenendo B

€ un minimo dB in contrasto con la proposizione 5.

Teorema 10.8.0gni ultrapotenza del campo ordinato dei numeii © un campo ordinato.
Esiste una ultrapotenza del campo ordinato dei nureali che non & archimedea e quindi
ammette infiniti ed infinitesimi.

Dim. Consideriamo l'insiemB" delle successioni{)non di numeri reali e sig un ultrafiltro

in N che contiene il filtro dei cofiniti. Consideriammaditre la successionen®,on ed
indichiamo coni la relativa classe di equivalenza [(n®),on]. Allora sem & un qualunque
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intero l'insieme fi : n <m} & finito e quindi non appartiene & Ne segue che la formuila
mrisulta falsa e quindi cheg un infinito. 0

Ogni ultrapotenza del campo dei numeri reali che s@ archimedea viene detta anche
modello non standard dell'analigi motivo di tale homenclatura e che e possibdadare
tutta l'analisi matematica utilizzando infiniti edinitesimi. Se ci riferiamo

Si ricordi che il campo dei numeri reali si puGaatterizzare come un campo che sia
completo ed archimedeo. La nozione "essere conipiein e del primo ordine perché si
riferisce ai sottoinsiemi dR e non agli elementi dR. Si pone allora il problema se sia
possibile trovare un sistema di assiomi del prindinee capace di caratterizzare tale campo.
La risposta € negativa.
Corollario 10.9. Non e possibile assiomatizzare nella logica dan@rordine il campo
ordinato dei numeri reali.

Dim. Se esistesse un sisteffiai assiomi del primo ordine avente come unico riod@a
meno di isomorfismi) il campo dei numeri reali alloogni ultrapotenza dr, essendo un
modello diT, dovrebbe essere isomorfd aPoiché sappiamo che esiste una ultrapotenza che
€ un campo non archimedeo, cio e assurdo. 0



