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CAPITOLO 6 indice

PROPRIETA' CHE SI CONSERVANO

1. Omomorfismi nella logica del primo ordine

Le nozioni di omomorfismo, congruenza, quoziente abhbiamo gia definito nel Capitolo 2
per le strutture del primo ordine possono essévemulate in modo da poterle applicare alle
interpretazioni di un linguaggio del primo ordina. questo paragrafo cominciamo con la
nozione di omomorfismo.

Definizione 1.1.Siano D,l) e (D’,I') due interpretazioni di un linguaggio del primalioe A\,
allora chiamiamamomorfismali (D,I) in (D’,I') ogni funzionef : D — D' tale che, per ogni
nome di operazione-ariao, per ogni costante e per ogni nome di relaziomeariar in A
risulti :

(1)  f((0)(dy,...dn)) = I'(©)(f(d), ... f(dn));

(2) f(I(c)) =I'(c);

(3)  @,...dn) T I(r) = (f(dy),... f(d)) O I'(r),

per ognidy,...d,in D. Un omomorfismo & ursomorfismose e invertibile ed il suo inverso é
ancora un omomorfismo.

Nella seguente definizione si elencano alcunidimmomorfismo.

Definizione 1.2.Nel seguito diciamo che un omomorfisio
- € unepimorfismase e suriettivo,
- € unendomorfismae € un omomorfismo din se stesso
e unautomorfismase € un isomorfismo dliin se stesso.
& pienose, per ogni nome di relaziondiversa dall'identit} risulta
(dg,...dn) OI(r) = (f(dy),...f(dn)) O I'(r).
- € unaimmersione2 un omomorfismi pieno per cui tale equivalenza \aiche per =,

(dudo) OI(=) < (f(dy).f(dp)) O I'(=).

Se D,l) e una sottostruttura di una interpretazioDgl{) allora I'applicazione identicia: D
- D’ definita dall'essergx) = x per ognix(ID & una immersione dfiin I.

Proposizione 1.3Valgono le seguenti proposizioni:
) Ogni isomorfismo & una immersione (e quindi un ormdi®MOo pieno).
i) Nelle strutture algebriche, in cui 'unico nome r@lazione € =, la nozione di
omomorfismo pieno e quella di omomorfismo coinciolon
iii) Nelle strutture normali le immersioni sono funziamettive
iv) Nelle strutture normali una funzione €& un isomonfis se e solo se € una
immersione suriettiva.

Dim. Ci limitiamo a provare lav), cioé che nelle strutture normali una immersiene
iniettiva. Infatti basta osservare che se denotiaoro= e =’ le interpretazioni di =il ed!’,
rispettivamente allora un omomorfismo pidréuna immersione se e solo se

di=dy = f(dy) =1(dy).

L1l motivo per cui si & supposto chesia diverso da = & che altrimenti si dovrebbe aaceiche nei modelli
normali tutti gli omomorfismi pieni siano iniettivin particolare si dovrebbe accettare che neltsidedelle
strutture algebriche (che non puo fare a menouwtgiBglianza) siano considerati solo omomorfisnatiivi.
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Nel caso di strutture normali cid equivale a dihe d; é identico ad, se e solo sfd,) e
identico af(dy) e quindi equivale a dire cli@ iniettiva.

Sappiamo che per definizione un omomorfismo caestr operazioni delle due strutture
coinvolte (I'immagine del composto € uguale al costp delle immagini). Il seguente
teorema mostra che un omomorfismo conserva ancie l funzioni che si possono
calcolare tramite tali operazioni, cioe tutte laZioni che sono interpretazione di un termine.

Teorema 1.4.Sianol edI' due interpretazionif,un omomorfismo dl in I', et un termine le
cui variabili libere sono tra,... x,. Allora

f(1()(da,... dn)) =T (O)(f(d), . . . f(dn)). (1.1)

Dim. Si procede per induzione sulla complessita Brecisamente:
1. proviamo che il teorema vale per i termini chescostanti o variabili
2. dimostriamo che deé il nome di una operazione e se il teorema vale fBFminity,...
allora il teorema vale anche ger h(t,...tn).
Infatti set & la costante allora
f(1(c)(dy,... dv)) =1(1(c)) = I'(c) = I'(c)(f(da).. . . f(ch)).
Set e la variabilex allora
(1<) (dy,... dn)) = f(dh) = I'(a)(f(dl),.. . . F(d)).

Siat = h(ty,...tn), allora
f(1(t)(d,... dn)) = f(1(0)(I (t)(dy,... dn), ..., I(t)(ds,... An))

#(0)(f(I(t2)(dy, .. ), f(I (tr) (dh, .. An)))

F(0)(I'(t)(f(dy),... f(dn)), .. I (tn) (F(h),...., f(dn))) = I'(D)(F(d), .. f(dn)). 0

Da notare che un termine € in un certo senso leridese di un algoritmo che utilizza le
operazioni della struttura algebrica che stiamosimrando. Allora la proposizione ora
dimostrata dice che:

- se applicando l'algoritmbagli elementdy,...d, si ottiene I' elementd

- allora applicando lo stesso algoritmo agli elem#di),... f(d) si ottienef(d).
Possiamo visualizzare al modo seguente questo femmm

input(dy,... dy) input(f(dy),... f(dn))

write(d) write(f(d))

Esempio. Consideriamo il linguaggio additivo della teoria deuppi e come interpretazione
il gruppo additivo dei realiR,+,-,0). Allora la funzionef(x) = 2X € un endomorfismo in
quanto

f(x+y) = 2lx+y) = 2+20y = f(x)+f(y) ; f(0) = 0.
Questo significa che se, ad esempio, consideridteominet(x;,X2,X3) = ((X1-X2)+x3)+X;1 € lo
applichiamo ad alcuni numeri, ad esempio 2,4,8tasu

f(1(t)(2,4,6)) 2(1)(f(2).f(4).(6))

oppure, equivalentemente,

2[((2-4)+6)+2) = ((2-2(3)+2B)+22.
Esempio.SianoG e G' due gruppi ed : G - G' un omomorfismo dG in G'. Applicando la

proposizione al terminx,y,? = (xy){Z'X) ed alla ternaa, b, c di elementi diG, otterremo
che
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f((alb) (@)= (f(2)F(b)) [F(c) T a)).

2. Un automorfismo per le radici complesse di un gmomio

Passiamo ora ad una semplice applicazione delnteole4. Ci riferiamo al linguaggio della
teoria degli anelli ed all'interpretazionB,() di tale linguaggio definita dal campo dei numeri
complessi. Ricordiamo la definizione del campordeneri complessi.

Definizione 2.1.1l campo dei numeri complessil’interpretazione@,l) del linguaggio della
teoria degli anelli definita dal porre, deRal campo dei numeri reali,

C={(xy) : xOR eylR},

1)), (X)) = XXy +y’)

1(DX(x.Y), (X)) = XX-y', X/ +X’ &)

1(0) = (0,0)

(1) = (1,0).

Si dimostra che la struttura ora definita & effatthente un campo. Inoltre la funzioneR —

C definita ponendd(x) = (x,0) € una immersione del campo dei numeri realicaeipo dei
numeri complessi. Pertanto il campo dei numeri desg) € una estensione del campo dei
numeri reali. Cio permette, dato un numero reald scriverex per denotare il numero
complessox,0). In particolare scriveremo 0 ed 1 al postoOd0) e (1,0), rispettivamente. Se
si indica cori il numero complesso (0,1), & subito visto &e -1 eil(xy) = (-,x). Inoltre

(xy) = (x,0)+{y,0).
Pertanto, se identifichiama,Q) e {,0) conx edYy, rispettivamente, possiamo scrivere ogni
numero complesso nella formaily.

Definizione 2.2.Chiamiamoconiugiola funzionecon: C — C che associa ad ogni un numero
complessoxyy) il numerocon(x,y) = (X,-y).

In altre parolecon e definito dall’equazioneon(x+iy) = x-iy. La verifica della seguente
proposizione € il risultato di semplici calcoli.

Proposizione 2.3.La funzionecon : C— C & un automorfismo del campo dei numeri
complessi.

Da tale proposizione segue che, qualunque anlibet ed i numeri complesst,...Cn ,

cor((I(t)(Cy,...Ln)) = I(t)(con(cy), . . . con(cy)). (2.1)
Pertanto, dovendo calcolare il coniugato del r&goltdi un algoritmad applicato ai numeri
C1,...Cn POSSO semplicemente applicare lo stesso algoritmoomniugati di cy,...Ch. Ad
esempio, il coniugato del numero iJ@5+3)[(7-3)-(8+3)) sara il numero (7H{(5-
3i)[[7+3)-(8-3)). In questo caso si e applicata (2.1) al term{rexz, X3, Xs)=X1[(oX3—X4) ed ai
numeri complessi; = 74, ¢, = 5+3, c3= 7-3, ¢4 = 8+3.

Esercizio. Calcolare il coniugato di (5i8+5+(3-5) specificando a quale termihed a quali
elementicy,...C, Si applica la (2.1).

Consideriamo la formula risolutiva che fornisce dee soluzioni dell’equazione di
equazione di secondo gradef+bx+c = 0 a coefficienti reali:

-b++/b? -4ac

2a
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Nel caso in cub*4ac sia negativo tale formula fornisce due soluziompéesse coniugate
~b+iv4ac-b® _-b-iv4ac-b’
2a 2a '
Pertanto una equazione di secondo grado se amuareiteadice complessa allora ammette

come radice anche la sua coniugata. Utilizzandard@osizione 2.3, una tale proprieta puo
essere estesa a tutte le equazioni algebricheffeceadi reali.

Teorema 2.4.Se un polinomio a coefficienti reali mvariabili ammette come radici fapla
C1,...Cn allora ammette come radici anchenaplacon(cy),..., con(c,).

Dim. Supponiamo, per semplificare, che il polinomiodiiana sola variabile, cioe che
p(2) = a, @ +an1 @ +...4a0 e chec sia una radice di tale polinomio, cioé
an@"+an1[0" +...4a0 = 0.

Allora il valorea,[@"+a,1[@" +...+a, pud essere interpretato come il valore del termine

Xy Xn-1,---X0.2) = X B 301 F 4%
nelle variabilix,, Xn.1,... X0, Z negli elementa,, a,,...,c. D’altra parte

con((I(t)(@n, an1,...€)) = I(t)(con(@an),con@n.) . . . con@g), conc)).
e quindi, piu esplicitamente,
con(a,@"+an1[@"*+...+a) = con(a,) Cton(c)"™+con(an.1)@on(c)"+...+con(ag).
Tenendo conto che per ogni numero reatenx) = X, otteniamo
con(a,@"+an1[@" +...4ag) = a, Cton(c) +an.1[Bon(c)" ™ +...+ap.
D'altra parte essenda,@™+a,4[0" +...4a,- 0 & anchecon(a,6"+a,1@"*+...+a0) ~ con(0) = 0.
Pertanto, in conclusione,
a, Cton(c)"+a,.1[don(c)" +...4+a0 = 0

e gquesto prova chmn(c) e ancora una radice del polinonpio O

3. Proprieta che si conservano per isomorfismi: I'guivalenza elementare

Nel paragrafo 2 abbiamo visto che un omomorfismite per definizione conserva le
operazioni primitive, in realta riesce a fare mattiopiu. Infatti conserva tutte le funzioni
definibili tramite le operazioni primitive, cioétta le funzioni che sono interpretazioni di un
termine. Un discorso analogo pud essere fatto pantg riguarda le relazioni. Si pone il
problema se un omomorfismo conservi tutte le relaziefinibili, cioé il problema se per un
omomorfismaf valga una equivalenza del tipo

| £ a [di,...0n] = ' E a [f(dy),...f(dw)] (3.2)
per ogni possibile formula. Nel seguente teorema si mostra che nel caso dioamorfismo

la risposta € positiva. Si noti che nella dimostiag sono evidenziate le ipotesi che si
debbono assumere sulla funzidneerché i vari passi del ragionamento siano giastii

Teorema 3.1. Sef € una immersione suriettivaldin I' allora, per ogni formular,

| E a[dy,...dn] = ' Ea [f(d),...f(dn)] (3.2)
In particolare tale equivalenza vale per ogni isdismo.

Dim. Procediamo per induzione sulla complessita delieftile.

1. (3.2) vale per le formule atomicheSia a uguale alla formula atomiadt;,...t,), allora
LEr(ty,...th) [dy,....dw] = (I(t)(dy,...dm),... | (th) (da,... dw)) D 1(r)
= (f(1(t)(da,...dm)),... f(1(tn)(dh,... Am))) T I'(r)
< (I"(t)(f(d),..., f(dm),... I (tn) (f(ch),.... f(dm))) T 1'(r)
e 1"E r(ty,...tn) [f(ch),..., f(dm)].
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Da notare che la prima equivalenza vale per ilanaccui viene definite la relazioneper le
formule atomiche. La seconda equivalenza vale gefcle una immersione. La terza

equivalenza vale per il teorema 1.4. La quartavedemza vale per il modo in cui é definita
In definitiva in tale passo della dimostraziose utilizza solo lipotesi chef sia una
immersione E’ possibile anche effettuare tale passo nel aasmi f sia un omomorfismo
pieno ma é necessario escludere il caso in caisia presente il simbolo =.

2. Se (3.2) vale pew e g allora vale anche peralls.
Supponiamo che e S verifichino (3.2), allora

lE aB[dy,...d)] = | Ea [dy,...0dn] €1 E B [dy,...dn]
= I'E a [f(dy),....f([dm)] € I' £ a[f(dy),...f(dm)]
= I' E adp [f(dy),..., f(dm)].
Pertanto anchel]g verifica (3.2).

3. Se (3.2) vale per e p allora vale anche peral}s.
Supponiamo cher e S verifichino (3.2), allora

lE a0B[dy,...dn] = 1 E @ [dy,...dn] Oppurel E £ [dy,... 00
< I'E a [f(dy),..., f(dm)] oppurel' £ a[f(dy),...f(dm)]
= I'E adB [f(dy)...., f(dm)].
Pertanto anchel]g verifica (3.2).

4. Se (3.2) vale penr allora vale anche pera.
Supponiamo cher verifichi (3.2), allora

| E=ald,...dy] = nonlk a [dy,...dr] = nonl' k a [f(dy),...f(dm)]
= 1"k = a[f(dy),... f(dm)].
5. Se (3.2) vale per allora vale anche perika.
Supponiamo che (3.2) valga peallora
| F Oxa [dy,...dn] = esistedD tale chel F a [dy,...di-1,d,di+1,... 0]
= esistedlD tale chd’ £ a [f(dy),...f(d),...f(dm)]
= esisted'ID' tale chd’ £ a [f(dy),...d",...f(dm)]

= 1" E xa [f(dy),...f(dm)]
dove il passaggio dalla seconda alla terza equizal@ giustificato dal fatto che, esserido
suriettiva, ogni elementd’ (0D’ sara del tipd(d). Pertanto si utilizza I'ipotesi cHee suriettiva

Corollario 3.2. Sef & una immersione suriettiva (in particolare unmsdismo) dil in I
allora, per ogni formula chiusa

lFa =« I' Fa. (3.3)

Dim. Si deve osservare che se annon ci sono variabili libere allorb F a [dy,...dn)
equivale d k aed I' £ a [f(dy),...f(d)] equivale d' ¢ a.

Tale corollario assicura che due interpretazioamsrfe sono indistinguibili nel senso che
ogni proprieta verificata da una interpretazionanéhe verificata dall’altra e viceversa. Un
modo piu elegante di esprimere tale situazionettgne tramite la nozione di equivalenza
elementare.
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Definizione 3.3.Diciamo che due interpretazioni soelementarmente equivalesg per ogni
formula chiusag,

lFa « I' Fa.
Allora i risultati di questo paragrafo possono essmunciati al modo seguente:
Teorema 3.4 Due strutture isomorfe sono elementarmente equitiale
Si osservi che esistono anche interpretazioni ohe slementarmente equivalenti ma che non

sono isomorfe (si veda il paragrafo sulla logicanadica ed il capitolo sulla la teoria degli
ultra-prodotti.

2 Per rendersi conto del significato della nozioneegliivalenza elementare facciamo un semplice
esempio & confrontiamo I'insieme ordinato ((-1,£1¥ l'insieme ordinatoR,<). Un isomorfismo sara

una funzione biettiv&: (-1,+1)> Rtale che

Xy = f(X) <f(y).
Pertanto non é difficile mostrare che tali strigtwono isomorfe. Ad esempio un isomorfismo e

costituito dalla funzioné: (-1,+1)» Rdefinita dal’equazion&Xx) = x/(x*-1). Ne segue che la struttura

((-1,+1)g) e elementarmente equivalente alla struttRrg)( Pertanto
non esiste nessuna asserzione nel linguaggio degiemi ordinati che permetta di
distinguere le due strutture poiché tutto quelle shpuo dire di una é vero anche per l'altra.
Questo fatto crea uno strano problema di “comuimice tra persone che si pud esprimere dicendo:
guando parlano due persone ed una descrive un b a che punto I'altra pud capire
di quale oggetto si parla ?
Supponiamo infatti di avere due interlocutdrie B che si scrivono per posta elettronica in un
linguaggio molto povero in cui € ammesso solo ihtsdlo < oltre gli usuali simboli della logica
(variabili, quantificatori, connettivi del calcolproposizionale). Supponiamo cleabbia in mente
I'insieme ordinato (-1,1) e chB cerchi di capire quale sia la struttura matematiicaui parlaA.
Allora B puo fare, ad esempio, una domanda del tipo
(XOy(x<y) ? (in altre parole: esiste un minimo ?).
Naturalmente la risposta sara negativa, ma tgb@sta non consente di capirefsba in mente (-1,1)
oppureR, oppure I'insieme ordinatd dei numeri interi oppure altro. Alloapuo chiedere
OxOylz(x<z<y) ? (I'insieme & denso ?)
dove x;<x, significa come al solitox{<x,)[ (X;=x,). In questo caso la risposta sara positiva e cio
consente, ad esempio, di escludere&labbia in ment&. Tuttavianon gli consente di capire seha
in mente (-1,1) oppurB. In effetti in questaiocq stante I'isomorfismo tra gli insiemi ordinati (1)
edR, non e possibile in alcun modo [&di capire con sicurezza quali dei due insiemi catlia nella
mente diA.
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4. Verificare se due strutture sono isomorfe e cadtare il gruppo degli automorfismi

| teoremi ora dimostrati sono utili per verificdkesistenza o meno di isomorfismi. Infatti se
due strutture sono isomorfe devono verificare ésst proprieta esprimibili nel linguaggio del
primo ordine considerato.

Esempio. Confrontiamo il campdQ dei razionali con I'anell®Z degli interi relativi visti
entrambi come interpretazioni del linguaggio dekaria degli anelli. Tali strutture non
possono essere isomorfe poidé&erifica la formulalx(-x=0 =[y(xy = 1)) mentreZ non
verifica tale formula.

Esempio.Consideriamo le due strutture ordinate ({0,1,%3¢ (1({a,b}), 0) e chiediamoci
se esiste un isomorfismo tra esse. La rispostagatina in quanto, ad esempio, il primo

insieme verifica la proprietaIxdy((x<y)[{y<x)) (cioé e totalmente ordinato) mentre il
secondo non verifica tale proprieta.

Esempio. Chiediamoci ora seR{ <) possa essere isomorfo all'insieme ordinato [RAhEhe

in questo caso la risposta e negativa. Infattriinp insieme non ammette minimo e quindi
verifica la proprietaIxCy(ysx[y=x).

Ricordiamo anche che due strutture per potere ess@morfe devono essere interpretazioni
di uno stesso linguaggio. Pertanto non ha sensmetsi se I'anello dei reali sia isomorfo al
gruppo additivo dei numeri complessi in quantoaeltima struttura sono definite oltre alle
operazioni del gruppo additivo anche il prodottoeia seconda struttura sono definite solo le
operazioni di gruppo additivo. Infine & evidentee atue strutture isomorfe hanno la stessa
cardinalita in quanto un isomorfismo e anche umaifine biunivoca. Allora e evidente che,
ad esempio, il campo dei razionali (che € numesalibn pud essere isomorfo al campo dei
reali (che ha cardinalita maggiore del numerabile).

Problemi:
- (R, <) é isomorfo all'insieme ordinato (0,1] ?
- (R, <) é isomorfo all'insieme ordinato dei numeri razbrR?
- gli interi modulo 5 costituiscono un campo isafoagli interi modulo 7 ?
- I'anello degli interi modulo 5 € isomorfo ad gruppo di ordine 5 ?

Un' altra applicazione dei teoremi di conservazidgearda la determinazione del gruppo
degli automorfismi di una struttura. Diamo alcurdimizioni.

Definizione 4.1. Nel seguito chiameremaigida una struttura il cui gruppo degli
automorfismi si riduce all'applicazione identicaiciBmo che un elementa di una
interpretazionel,|) é caratterizzabilese {d} & definibile.

In altri termini un elemento & caratterizzabileeseste una formula con una variabile libera
x tale che l'unico elemento che verifiagx) € d. Ad esempio il minimo di una struttura
ordinata € unico ed é caratterizzato dalla fornaflg = Cly(y=x). Il massimo € caratterizzato
dalla formulaa(x) = Oy(x2y).

Proposizione 4.2.Se un elemento & caratterizzabile allora & un piisso® di ogni
automorfismo. Pertanto se tutti gli elementi soamatierizzabili la struttura e rigida.

® Un punto fissodi una funzionéh € un elementa tale cheh(d) = d. E’ evidente che un
funzioneh e I'applicazione identica se e solo tutti i purmne fissi peh.
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Dim. Sia d caratterizzabile dalla formular, allora d verifica a e quindi, essendd un
isomorfismo,f(d) verifica a. Esistendo un solo elemento che verifiggpossiamo concludere
che f(d) = d. O

Pertanto in insieme ordinato il minimo (se esigtg)unto fisso di ogni automorfismo della
struttura. Lo stesso si puo dire del massimo.

Esempio. Consideriamo ad esempio la struttur&{@,b}), J) e siaf un suo automorfismo.
Allora poichél e il minimo e f,b} & il massimo, deve essefl) = 0 ef({ab}) = {a,b}.
Resta da dire quale e il comportamentd idi {a} e {b} ed in effetti & facile verificare che o
f({a}) = {a} e f({b}) = {b} (automorfismo identico) oppurk{a}) = {b} e f({b}) = {a}. In
definitiva il gruppo degli automorfismi € costitoitda due elementi e quindi la struttura
(M{a,b}), ) non é rigida.

Proposizione 4.30gni insieme finito totalmente ordinatD,k&) € una struttura rigida, cioé il
gruppo degli automorfismi € identico.

Dim. Consideriamo nel linguaggio delle strutture ordenkt formula, che indichiamo con
caty(Xn),

[X;.. .[b(n.l(X1<X2) .. .D(Xn_1<Xn) .
Tale formula é verificata dd se esistona-1 elementi distintidy,...d,1 che precedonal.
Sianod;<...<d; gli elementi diD scritti in ordine crescente éduin automorfismo. Allora ogni
elementaod; € caratterizzato dalla formutaf(x.1)[=cat(x) che esprime il fatto che esistono
i-1 elementi in catena prima di ma non ne esistono Questo prova che tutti i punti sono
fissi e che quindi un automorfismo deve coincid=ye I'applicazione identica. 0

Esempio.Si consideri il seguente grafo

/\
/\\

che supponiamo interpretazione di un linguaggiowopredicato binario. Supponiamo cioe
che D = {ab,cdef} e I(r) = {(ab),(ac),(b,e)(b,d),(c,e)}. Supponiamo chesia un
automorfismo di tale grafo. Allora poiché

a e l'unico punto che non ha precedenti

b € l'unico punto che ha un precedente e due suecess

c € l'unico punto che ha un precedente ed un sugoessi

risulta cheh(a) = a, h(b) = b, h(c) = c. Inoltre, poichéd hac come precedent&f) deve avere
h(c)=c come precedente. Cio comporta ¢if§ = f. In conclusione si vede chreo coincide
con l'applicazione identica oppure con I'applicagiche scambiacond.

Si osservi che la nozione daratterizzabilesi riferisce ad un dato linguaggio. Se ad
esempio interpreto i punti del grafo come stanzerdilabirinto e mettessi in e d delle
trappole, allora sicuramentd sarebbe distinguibile dai rimanenti punti. Infasi puo
caratterizzared come un elementéinale in cui esiste una trappola. In tale caso perd mi
riferirei ad un linguaggio diverso da quello delfgr, un linguaggio contenente oltre al
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simbolo r anche un simbolotr per il predicato monadico “contiene una trappola”.
L’interpretaziond associa &r I'insiemel(tr) = {c,d}.

Esercizio.Calcolare il gruppo degli automorfismi dei seguegnéfi.

VA NEVANS
d/\f\Ag \3 \f

.

g

Problema. Determinare il gruppo degli automorfismi ti,€).
Determinare il gruppo degli automorfismi &,£).

5. Principio di dualita in un algebra di Boole
Consideriamo un linguaggid il cui alfabeto e costituito dai simboli £]-, 0, 1. Una
interpretazione di tale linguaggi si ottiene coesihdo un insieme non vuotd e la
corrispondente algebra di Bodie = (M(S), O, n, -, O, §. Piu precisamente tale struttura
definisce una interpretazionB,(l) in cui

-D=T1(9),

- 1(+) e uguale all'operazione di unione,

- I(Y € uguale all'operazione di intersezione,

- I(-) € uguale all'operazione complemento,

-1(0) =0,

-1(2) =S
Lo stesso linguaggio tuttavia pud essere interfoetache dalla struttu® = (M(9), n, O, -,
S [) che si ottiene dB scambiando le operazioni di unione ed intersezeoseambiand&,
conlJ. Questo significa che possiamo considerare Ipné¢azione D, tale che

-D=T1(9),

- 1(+) € uguale all'operazione di intersezione,

- I(l) € uguale all'operazione di unione,

- I(-) € uguale all'operazione complemento,

-1(0) =S

-1(1) =0.
Le due interpretazioni sono diverse tra fortuttavia la seguente proposizione mostra che
sono isomorfe.

Proposizione 5.1Siacompl: P(S) - P(S la funzione complemento, cioé siamp(X) = -X
per ogni elemento sottoinsierXedi D. Allora complé un isomorfismo tr& e B%. Pertanto,
per ogni formulaa,

Bra - BYFka

* Se una struttura algebrica si definisse come unirio piu un_insiemeli operazioni non potremmo esprimere il fatto
che tali strutture sono diverse.
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Proof. Per provare cheomplé un isomorfismo basta utilizzare alcune ben nobgneta
del complemento. Infatti

comp(l(+)(X,Y)) =-(XOY) = (X)n (-Y) = 1(+)(comp(X),comp(Y))

comp(H()A(X,Y)) =-(XnY) = (X)L(-Y) = 1%(Dcompl(X),complY))

comp(l(-)(X)) = -(-X) =17(-)(comp(X))

comp(I(1)) =-S=0 =191)

compll(1)) =-S=0 = 192).

Si pone il problema di vedere che cosa signifBhic a. A tale scopo se & una formula,
chiameremaduale di a la formulad® che si ottiene sostituendo ad ogni occorrenza ifli +
simbolo[] ad ogni occorrenza dil simbolo +, ad ogni 0 il simbolo 1 ed ad ogni &§imbolo

0. Ad esempio, se e la formulaxZ =x, la sua duale € la formula0 =x. Sea e la formula
X{y+2) = (Xy)+(xZ) esprimente la proprieta distributiva diispetto a +, alloray” sara la
formula x+(y@) = (x+y)l(x+2) esprimente la proprieta distributiva dell'opeam® + rispetto
all'operazionell Ovviamente ¢°)° = a.

Teorema 5.2 (Principio di dualita per I'algebraB degli insiemi). SiaB I'algebra di Boole
dei sottoinsiemi d§, allora per ogni formula

Bra - BEd.

Dim. Basta osservare ciBd £ a'se e solo sB ¢ o” ed applicare la proposizione 5.1.

Se analizziamo la dimostrazione della proposizibrieci accorgiamo che vale per ogni
possibile algebra di Boole. Inoltre anche il teoaemn2 di fatto € stato dimostrato per ogni
algebra di Boole e quindi puo essere generalizzattodo seguente.

Teorema 5.3 (Principio di dualita per le algebre diBoole).SiaB una qualsiasi algebra di
Boole, allora per ogni formula

Bra -« Brd
Da cio € possibile derivare il seguente teorema.

Teorema 5.4. (Principio di dualita per la teoria déle algebre di Boole).SiaT il sistema di
assiomi per le algebre di Boole (si veda nel cépi2). Allora, per ogni formula,

Tea - TEed.

Dim. Supponiamo ch& g, allora per dimostrare ciek a” consideriamo un modello di
T, cioe un algebra di Bool®. Per l'ipotesiT £ a, B verificheraa e quindi per il teorema 5.3
verificherad”. In definitiva ogni modello dT & un modello di® e ciod prova cheT ¢ o,

6. La classe dei modelli di una teoria non € un ir@me
In questo paragrafo vogliamo mostrare che, data iotggpretazione, se ne possono fare
guante copie isomorfe si vuole.

Definizione 6.1. Data una interpretaziongD,l), un insiemeD’ equipotente & ed una

funzione biettivaf : D - D’, chiamiamofotocopia di(D,I) in D’ tramitef, I'interpretazione
(D’,I') definita dal porre:
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-1'(c) =1(I(c)) per ogni costante
-1 (0)(dy,...dv) = f(1(0)(f }(dy),....f }(dy))) per ogninome di operazione
- @y, d)Or @) = (fYdy),...,f3(dy)) OI(r) per ogninome di relazione.

Per fare un esempio, supponiamo di considerareuppp additivo degli interi modulo 3
individuato dagli elementi O, 1, 2 ed in cui si pon
x+0 =0k =x, 1+1=2, 2+2 =1, 1+2 = 2+1 = 0.

Consideriamo un qualunque insieme con tre elemadtiesempio l'insiemeafb,c}, allora
possiamo dare a tale insieme una struttura isonaotdde gruppo considerando la funzidne
{0,1,2}- {a,b,c} definita dal porref(0) =a, f(1) =b, f(2) =c. Se denotiamo cogl’inversa di
f, 'operazione di addizione ing{b,c} € definita al modo seguente.

allx =f(0+g(x) =f(g(x) = x

xta = f(g(x)+0) =f(g(x)) =x

bOb =f(1+1) =f(2) =c

bc =1(1+2) =f(3) =a

clb=1(2+1) =f(3) =a

clc =f(2+2) =f(1) =b
In definitiva si ha la tabellina

o|T|o (O
olo|lo|o

O|T|o|D
T|o|0|0

Proposizione 6.2 Consideriamo una interpretazio(i2,l), un insiemeD’ equipotente & ed
una funzione biettivA: D —» D’. Alloraf & un isomorfismo tra,l) e la sua fotocopia iD’.

Dim. Per provare chéé un isomorfismo tral(’,I'’) e O,l) & sufficiente osservare che se si
poned; = g(d;’),...,dn = g(d,’) allora le equazioni con cui abbiamo definitaliventano:

-I'(c) =f(I(c)) per ogni costante

- I (0)(f(dy),... f(dn)) =f(1(0)(dy,...dn)) per ogninome di operazione

- (f(dy),...f(d)) I (r) < (dy,...0n) O I(r) per ogninome di relazione.

Possiamo esprimere tale proposizione dicendo che wida interpretazione comunque Si
consideri un “foglio”D’ di opportune dimensioni allora & possibile fotoeoeiQD,l) suD’.
Nelle proposizioni successive affrontiamo problelelitipo:

Esistono teorie con un solo modello?
La classe dei gruppi € equipotente alla classdideplli?

Vedremo come la risposta alla prima domanda e ivagatentre la seconda domanda non e
sensata. Esaminiamo infatti due risultati "paradloss

Teorema 6.3. (Teorema della fotocopiatrice). Si®,() una interpretazione e si@ un
gualunque insieme, la classe delle interpretadsmmorfe a(D,l) ha cardinalita maggiore di
quella disS.
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Dim. Per ognisldS, consideriamo l'insiem®s= Dx{s} = {(d,9 | dOD}. OvviamenteDs &
equipotente @ in quanto la funzioné : D » Ds definita ponendd(d) = (d,9 € biettiva.

Pertanto possiamo “fotocopiar® in Ds tramite la funziond. Precisamente otteniamo una
interpretaziongs ponendo
Ds=Dx{s} ; Igc)=((c),s) ; Ig0)((c,9),....[d ) = (1(0)(ch,... ), 5) ;
1(r)={(d1,9)...,d.9)) | @1,...dn) T I(r)}.
edf € un isomorfismo di¥,l) in (Dg,ls).
Considerando il fatto che la corrispondenza cheo@a ad ognisCIS l'interpretazione
(Dsls) € iniettiva, la proposizione é provata. 0

Possiamo interpretare tale proposizione al modauesgg. Supponiamo chke sia una
fotografia, ad esempio la foto della mia gattai Htthe in fondo alla foto ci sia una striscia
bianca in cui e possibile scrivere qualche cosa.isdltre S un insieme, ad esempi® =
{1,2,3,4,5}. Allora posso fare cinque fotocopieldnserendo nella striscia bianca in basso i
numeri progressivi 1, 2, 3, 4, 5 ed ottenendo te g ..., Is. E’ ragionevole chiamare ancora
“foto di Titti” le foto ottenute in questo modo. Quindi:
esistono almeno 5 foto di Titti

Supponiamo ora di considerafeuguale adN ed indichiamo, per ogmiN, con I, una
fotocopia dil con su stampato il numerettonella striscia biancaQuesto procedimento
permette di dimostrare che:

esiste almeno una quantita numerabile di foto i.Ti
Naturalmente I'espressione “esiste” deve esseresantcome esistenza nel mondo della
matematica, non nel mondo che ci circonda. E’ chigne la stessa argomentazione puo
essere fatta per qualunque tipo di cardinalita.

Esercizio. Dato l'insieme ordinato {1,2,3} ponian® uguale all'insieme dei numeri reali.
Provare che, per ogni numero rerlg1,2,3} e isomorfo alla “fotocopia” {(X), (2X), (3X)}

e quindi che la cardinalita della classe degliemsicon tre elementi € maggiore o uguale alla
potenza del continuo.

Proposizione6.4. SiaT una teoria soddisfacibile &lun insieme, allora la classe dei modelli
di T ha cardinalita maggiore o uguale a quell&.di

Dim. Sial un modello diT. Poiché due interpretazioni isomorfe verificar stesse formule,
ciascunls della proposizione precedente € anche un modello d O

Con riferimento agli esempi precedenti possiame dhe:
per ogni insieme S esiste una quantita di fotoittii aggiore della cardinalita di S

e quindi che

la classe delle possibili foto di Titti € tanto gde da avere una cardinalita maggiore di

guella di qualunque insieme.

Tale proposizione conduce al seguente interesgaant@dosso della teoria degli insiemi.
Ricordiamo che il teorema di Cantor afferma chéo den insiemeS, la cardinalita di'1(S) e
strettamente maggiore di quellasti

Proposizione 6.5La classeM(T) dei modelli di una teorid del primo ordine non verifica il
teorema di Cantor.

Dim. La dimostrazione segue dalla proposizione 6.4 pao& = M(T). 0
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Ad esempio possiamo considerare la tedravente come assioma la formula

XCy((x # y)H0z(z=x[1z=y))
esprimente la proprieta "avere esattamente dueeel#mAbbiamo allora che anche una
collezione apparentemente naturale come "la tatdlitutti gli insiemi con due elementi” non
verifica il teorema di Cantor. La stessa cosa 8i ghve per la classe dei gruppi, degli anelli e
cosi via.

Uno dei modi per risolvere tale paradosso consisliateoria delle classiln tale teoria si
propone come concetto primitivo quello diasse e definendoinsieme ogni classe che
appartiene ad un'altra classe. Le classi che nom isgiemi vengono chiamatéassi proprie
Per le classi proprie, cioé che non sono insiem sono applicabili le usuali nozioni della
teoria degli insiemi. Ad esempio,

non ha senso parlare di cardinalita di una classegpia,
non ha senso ad esempio dire che la cardinalitta dédsse dei gruppi € minore della
cardinalita della classe degli anelli. Pertantpatadosso prova semplicemente che la totalita
dei modelli di una teoria del primo ordine cosste una classe propria.

Teorema 6.6.La classeV/(T) dei modelli di una teori@ del primo ordine € una classe propria
che non é un insieme.

Il teorema della fotocopiatrice mette anche indemza che non esistono teorie con un solo
modello. Tuttavia esistono teorie i cui modelli sdatti isomorfi tra loro.

Definizione 6.7.Chiamiamocategoricauna teoria che abbia almeno un modello e tutibi s
modelli sono isomorfi tra loro.

Un matematico tende ad identificare due modellimisdi, pertanto una teoria categorica
viene vista come una teoria avente un solo modkifatti a volte per una teoria categorica si
dice che ha ufsolo modello a meno di isomorfismi

La teoria dei gruppi di ordine 5. Ad esempio consideriamo la teoflialei gruppi di ordine 5
e siaG e un modello di tale teoria. Allora ge& un element& diverso dall’elemento neutro,

& subito visto che I'applicaziorfe Z -~ G che associa ad ogni intero relativbelementog" &

un epimorfismo del gruppo additidsu G. Per il teorema fondamentale sugli omomorfismi
il quoziente diZz modulo il nucleo di tale omomorfismo e isomorf@aTale quoziente, che
ha cardinalita 5, non puo che coincidere che cgruibpo degli interi modulo 5. Pertanto ogni
gruppo di ordine 5 & isomorfoz5. Ne segue ancora che tutti i modelli della tedrisono
isomorfi tra loro e quindi che la teorTaé categorica.

Esercizio. Dire quali delle seguenti teorie sono categoridteeteoria dei gruppi abeliani, la
teoria dei gruppi di ordine 3, la teoria degli ami ordinati con tre elementi, la teoria
dell'ordine lineare con tre elementi, la teoriaclnpi, la teoria degli anelli.

7. Proprieta conservate da omomorfismi che non sontecessariamente isomorfismi

Il teorema 3.1 é stato dimostrato supponendd skeeun isomorfismo (o, piu in generale, una
immersione che sia anche un epimorfismo). Nel ¢aswui f non verifichi tali proprieta e
possibile comunque provare risultati piu deboli. tAle scopo basta riesaminare la
dimostrazione di tale teorema per vedere fino degpanto pud andare avanti senza supporre
le proprieta di isomorfismo. Il seguente teoremastm@o ad esempio che un qualunque
omomorfismo conserva tutte le relazioni che siagiindili a partire dalle relazioni primitive
utilizzando i connettivi logici dil ed .
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Teorema 7.1. Siaf : D —» D' un omomorfismo di®,l) in (D’,I') ed @ una matrice positiva
(cioe senza negazione), allora

| £ a [d,...dn] = I' Ea [f(dy),...f(dm)]. (7.1)

Dim. Osserviamo che le matrici positive sono le formcihe si ottengono a partire dalle
formule atomiche utilizzando i soli connettivie [I. Pertanto, per dimostrare (7.1) possiamo
procedere per induzione sulla complessita grovando che

- (7.1) vale per le formule atomiche e che

- se (7.1) vale per due formutee S allora vale anche per ]G e alls.
Ora, il punto 1 nella dimostrazione del teorema, 8e riguarda il caso delle formule
atomiche, continua a valere purché si sostituileasaconda equivalenza una implicazione.
Piu esplicitamente:

LEr(ty ) [0y O = () (e Gy ) () (D, ... O) D 1(r)
= ({(I(t)(dy,...dm)),... f(I (t) (... Am)))) T I'(1)
= ("(t)(f(da),.., (), I (tn) ( F(A),..., f(dm))) T 1 (r)

= I'"E r(ty,...tn) [f(d),..., f(dm)].
Pertanto (7.1) vale par atomica. Si osservi che tale ragionamento comgre@mthe il caso
in cuir coincide con =. Anche i punti 2 e 3 si ripeton® &tesso modo, sostituendo anche in
guesto caso, per poter applicare lipotesi di indioe, alla seconda equivalenza una
implicazione. Pertanto,

|t a0B[dy... 0] = |Fa [dy...On] €1 F B [dy...0n]
= 't @ [f(dy),....f[(dw)] e I' £ a[f(dy),... ()]

= 1"k adB [f(dy),..., f([dm)].
Allo stesso modo si procede per provare gh verifica (7.1). O

Il seguente corollario mostra che il teorema 2latineo alle radici complesse puo essere
esteso anche ai sistemi di equazioni ed agli endtsmo.

Corollario 7.2. Siaf un endomorfismo in una struttur®,() e consideriamo un sistema di
equazioni

t1(X1,... Xm) = S1(Xa,--- Xm)
t'n'(.xl,...,w = Sn(X1,.+- Xm)

dovety,...tn, Si,... Sy SOno termini irm variabili. Allora, seds,... dyn sono radici di tale sistema
anchef(d,),...f(dm) sono radici dello stesso sistema.

E’ anche molto importante esaminare le asserzibei si conservano per epimorfismi
pieni. Infatti, come vedremo, ci0 equivale ad esere le proprieta che si conservano per
guozienti.

Teorema 7.3. Siaf : D - D' un epimorfismo pieno di,I) in (D’,I') e Ox;...00x,@  una
proprieta universale positiva, allora

| E Ox...0xa = I' E Ox...0x0. (7.2)
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Dim. Supponiamo chesia suriettiva e supponiamo che valgallx;...[0x,a. Per provare che

I' £ Ox...00x,a dobbiamo provare che g¢g,...dn sono elementi qualunque @I, alloral' ¢
a [di,...| m]. Ora, essendd suriettiva, esistonal,...dn per cuif(d;) = dy’,...,f(dy) = dn.
D’altra parte l'ipotesi per cui £ [x;...0x,a comporta che, in particolates a [d,...dy]. Ne
segue che per (7.1) sdra& a [f(dy),...f(dw)] € quindil' £ a [dy',...dn]. 0

Da notare che (7.2) non e valida se si considenaatoici che non siano positive. Ad esempio
possiamo considerare I'epimorfismo canonicaZdiull'anello Z/3 degli interi modulo 3. In
tale caso la formulalx(- (x=x+3)) vale inZ ma non vale per la sua immagine epimafa

Teorema 7.3. Sef e un epimorfismo pieno diin I' allora per ogni formular che non
contiene = risulta che

| £ a[dy,...dn] = ' Ea [f(dy),...f(dn)] (7.3)
e quindi, per ogni formula chiuganon contenente =,
lka = I' Fa. (7.4)

Dim. Per provare (7.3) dobbiamo provare che:
- (7.3) vale per le formule atomiche che non cogoe =
- se (7.3) vale pear e S allora (7.3) vale anche pef]g, allG, - a e[ Xa.
Infatti siaa uguale alla formula atomiaét,...tn). Avremo:
L Er(ty,...tn) [di,....dn] = (I(t)(d,... Am),... N (th)(da,...dm)) T 1(r)
= (f(I(t)(dy,... Am)),... f(1 (tn)(d,... dm)))) T 1'(r)
= (I'(ty)( f(dy),..., f(dm)),...d" (tr)( f(dy),..., f(dm))) T 1'(r)
e I'E r(ty...tn) [f(d),..., f(dm)]. °
Supponiamo che e g verifichino (7.3), allora
| £ a0B[dh,...0n] = |1 E @ [di,...dn] €1 E B [dy,...00]
= I"F a [f(dy),....f(dw)] e I' F al[f(dy),...f(dm)]
o I'k adB [f(dy),..., f([dm)].
Pertanto ancheg verifica (7.3). Allo stesso modo si procede pevvare che ser e f
verificano (7.3) anchet]g verifica (7.3).
Supponiamo che verifichi (7.3) allora
| E=a[dy,...0n = nonlk a [dy,...0n] = nonl' E a [f(dy),...f(dm)]
= I"E = al[f(dy),...f(dm)].
Cio prova (7.3).
Supponiamo che (7.3) valga peellora
| £ Xa [dy,...dn] < esistedlD tale chel k a [dy,...di1,d,di+1,...dn]
= esistadlD tale chd’ £ a [f(dy),...f(d),...f(dm)]
= esisted'ID' tale chd’ £ a [f(dy),...d",...f(dy)]

= I'FXa [f(dl)!!f(dm)]

° La prima equivalenza vale per la definizione datéedsere vero in” per la formula atomica(ts,...t). La
seconda equivalenza vale per il fatto €Beun omomorfismo pieno e, nel caso incaoincide con =, in quanto
f & iniettiva. La terza equivalenza vale per la peigione 2.1. L'ultima equivalenza vale per la defione di
“essere vero i " della formular(ty,... t).
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dove il passaggio dalla seconda alla terza equizal@ giustificato dal fatto che, esserido
suriettiva, ogni elementd’ (1D’ sara del tipd(d).



