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CAPITOLO 5 indice

IL CALCOLO DEI PREDICATI.

1. Linguaggi del primo ordine: alfabeto e termini.

Il calcolo proposizionale parte da formule atomiate indica con simboli comg, py,...
Invece il calcolo dei predicati effettua una ulbee scomposizione delle formula atomiche
evidenziandone la struttura "soggetto-predicat@rtdhto un linguaggio adeguato al calcolo
dei predicati dovra contenere dei nomi per le cesgei_nomi per i predicatNell'ambito
matematico € inoltre naturale introdurre anche nperifunzioni ed operazionSembra ad
esempio ragionevole avere un linguaggio in cuipsteivere una frase come "2 € pari" che si
avvale del "nome proprio” 2 e del predicato "pa@ppure deve essere possibile scrivere
parole come l6g(2+3) = 0" che si avvale del nome di funziolug, dei nomi 2, 3 e 0, del
nome di operazione + e del simbolo di relazionai@®. Ancora, in matematica sono di uso
frequente le variabili ed i quantificatori (esisfger ogni) che permettono, ad esempio, di
affermare che vale una legge generale come laiptagrommutativalxCy(xy = yX) oppure

di dire che non vale una legge generale, come athm@e che non vale la proprieta
commutativa X[y(xly # yIX). Cio suggerisce di considerare un alfabeto gel seguente.

Definizione 1.1. Chiamiamoalfabeto di un linguaggio del primo ordinen alfabetoA
costituito da:

- una serie infinita di variabilky, X, Xs,. . . ;

- i connettivi proposizionali{,(],-} ;

- il quantificatore esistenziale;

- la parentesi aperta "(", la parentesi chiusa'ld virgola "," ;

- un insieme finita,, ... ¢, di elementi dettcostanti;

- un insieme finit;, ... 0s di elementi chiamamomi di operazionj

- un insieme finitay,...r; di elementi chiamatomi di relazioni

- una funzionar : {0y,...0sr1,... Y} —N chiamataarita.

Sear(x) = n allora si dice che rappresenta una operazione oppure una relaziear&. Si
suppone che nell’alfabeto ci sia almeno un simlol@lazione in modo che, come vedremo,
sia possibile costruire le asserzioni (quasi sengprammette 'uso del simbolo “="). Da
notare che nel linguaggio comune si parlgmidicati per indicare le relazioni 1-arie mentre
si preferisce parlare delazioninel cason > 2. In generale si considerano solo operazioni e
relazioni unarie (arita uno) o binarie (arita duk)ruolo delle costanti € di dare nomi a
particolari elementi delle strutture che si vogbodescrivere. Naturalmente esistono tanti
alfabeti, e quindi tanti linguaggi del primo ordinguanti sono i modi di specificare le
costanti, i nomi delle relazioni e delle operaziolwremo ad esempio un linguaggio (o piu
linguaggi) adeguato alla teoria dei gruppi, uno lpeteoria degli anelli, uno per le strutture
ordinate, e cosi via. In generale vengono pregsiomsiderazione solo un numero finito di
relazioni e di funzioni.

Il linguaggio dei termini: Per poter definire il linguaggio del primo ordinerigspondente ad
un dato alfabeto dobbiamo prima definire il linggegdei termini. Intuitivamente i termini
sono tutte le "descrizioni di funzioni" che si paiss costruire a partire dalle variabili, dalle
costanti e dai nomi di funzioni di un dato linguaggun esempio di termine e la parola
log(sen(x)+y). Un altro modo di vedere un termini € come desamie di un algoritmo per i
calcolo di una funzione (se il termine contieneiafaiti) o di un elemento (se il termine non
contiene variabili). Ad esempio al termings3-7)+1 corrisponde I'algoritmo:
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1. prendiinumeri5e 7

2. sommali

3. moltiplica il risultato per 3

4. aggiungi 1

Possiamo schematizzare tale algoritmo anche al nsedoiente dove in ogni rettangolo
abbiamo supposto di mettere una “processore” ahguesuna operazione:

5 — 0,
/ \ X - +
7 3— —

Similmente al termine(@er(x)+y) corrisponde l'algoritmo

X —» sen
\A

y > +

A

Tale termine e diverso dal terminsB&{x)+3y che corrisponde all'algoritmo
3

W

X —» sen | —» X

\/

—

Naturalmente questi due algoritmi, se si interpretal modo usuale sull'insieme dei numeri
reali, determinano la stessa funzione.
Informalmente un termine & una parola che si msirgire secondo le seguenti regole:
- ogni variabile & un termine
- ogni costante é un termine
- sef e il nome di una funzionearia ety,...,t, sono termini allord(ty,...,t,) € un termine.
Una definizione piu rigorosa, in termini di graminhe, € la seguente:

Definizione 1.2. Il linguaggio dei terming il linguaggio la cui grammatica
- ha come alfabeto terminale I'insieme delle valiiatelle costanti, delle parentesi e dei nomi
di funzioni
- ha come variabili ausiliarietr}
- ha le seguenti produzioni

ter » ¢ dovec e una costante

ter » X dovex; € una variabile

ter - (ter)o(ter) doveo € un nome di una operazione binaria

ter - o(ter,...ter) doveo € il nome di una operaziomearia,n# 2 eter é scritton volte.
Naturalmente i termini di complessita zero sonovégiabili e le costanti; i termini di
complessita 1 sono del tigt,...t,) dovety,...t, sono o variabili oppure costanti.
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La notazione utilizzata per costruire i termini cor-2 si diceprefissae consiste nel mettere
il simbolo che denota I'operazione avanti ai tefingin si applica. La notazione nel case 2
si dice infissa e consiste nel mettere il simbolo denotante I'operse in mezzo ai due
termini. Questo significa che & e un nome di operazione binaria allora di solitscsivere
(t)®(t2) oppuret;®t, al posto di®(ti,ty). Cosi scriveremax;+x; € non +%1,X2) € (Xi+x2)+x3
al posto di +(+£1,%2),X3)™.

A volte utilizzeremo altri simboli per denotarevariabili X3, Xp,... , ad esempio i simbotj
y, Z. Infine, dato un terming scriveremat(xy,...X,) per indicare che sue variabili sono tra

X1,y..-Xn-

Esempio. Supponiamo che tra i nomi di funzioni vi sidog, sen +, e la costante 1, allora
le produzioni sono

ter - 1

ter - X

ter - log(ter)

ter — ser{ter)

ter - (ter) + (ter).
In tale caso e facile vedere che sono esempiminéefe formule

(ser{xz)+1)Hog(ser(x)), log(ser{xz+1)), log(log(xs)), ..

Ad esempio una derivazioneldg(ser(x;+1)) e data dalla sequenza

ter,

log(ter),

log(sertter)),
log(ser(ter+ter),
log(ser(ter+1)),
log(ser(x;+1))

Il linguaggio della teoria degli anelli. Il linguaggio della teoria degli anelli ha come
operazioni "+", "-" e [, e come costanti 0 e 1. Sono esempi di terministhe parole 1, 1+0,
1+1, (1+1)+1 ... (1+1n+0) ....

In tale linguaggio a volte si denota con 2 il tamenil+1, con 3 il termine (1+1)+1) e cosi via.
Pertanto un termine come ((1+1)#&1} (1+1)X viene indicato con @+2[X.

Problema. Scrivere cinque termini nel linguaggio il cuiadeto contienelég, x, y, sen +,
1}.

2. Linguaggi del primo ordine: le asserzioni.
Passiamo ora a definire l'insiefedelle “asserzioni” o “formule” di un linguaggio ldgrimo
ordine. In maniera intuitiva possiamo dire che l'insieme delle parole su di un alfabeto del

primo ordine definito dalle seguenti regole di faione:
a) sonoformule atomichetutte le espressioni del tipdty,...t,) dover e il nome di una
relazione di arita ety,...t, sono termini;

b) seae U L allora @)(P), (o)LXP) e~ (a) appartengono 4;
C) sex; € una variabile ed [0 £ alloralx(a) O £

! Esistono anche notaziotpost-fisse"per le operazioni unarie, ad esempio la funziai®fiale si
indica conx! Esistono inoltre notazioriesponenziali'‘come la funzione inverso'. Nel seguito non
seguiremo in modo pedante la grammatica per utiggi del primo ordine che abbiamo proposto ed
accetteremo tutti i modi di scrivere usualmentkzzati dai matematici.



pag. 72 Cap. 5: 1L CALCOLO DEI PREDICATI G. Gerla

In termini di grammatica la definizione € la segeaen

Definizione 2.1. Un linguaggio del primo ordinee il linguaggio £ definito da una
grammatica che ha
- come alfabeto terminale linsieme dei: nomi diazene, nomi di funzione, costanti,
variabili, connettivi logici, le parentesi e lagola;
- come variabili ausiliarieter”, "fbf", "at"
- come startygmbol il simbolo fbf*
- come regole di produzione
ter - ¢ per ogni costarge
ter - X per ogni indice
ter - o(ter,...ter) cononome di operazione sear(o) = n, ter ripetuton volte
at - r(ter,...ter)  conr nome di relazione e s#(r) =n, ter ripetuton volte
fbf - at
fbf - (fbf)[(fbf) ; fbf - (fbf)((fbf) ; fbf - —(fbf) ; fbf - Dx(fbf).
Gli elementi diL vengono chiamati®rmule ben formateo, piti semplicementérmulé’.

Nota. Come abbiamo gia osservato per le operazionitematici preferiscono utilizzare per
le relazioni binarie laotazione infissaAd esempio, se si considerano le relazioni banare
<, preferiscono scriverg = tp, t;<t, al posto di =,t;) e <(t1,t2). Se si accetta tale modo di
scrivere le formule allora la parte della gramnsatibe definiscat, cioe le formule atomiche,
dovrebbe essere riscritta al modo seguente

at - r(ter,...ter)  dover € un nome di relazione e agr) =n, ter e ripetuton volte

at - ter=ter (se I'alfabeto contiene 'eguaglianza)

Nota. Abbiamo deciso di assumere come quantificatore sajuantificatore esistenzialé
Naturalmente in matematica € usato sistematicanamtbe il quantificatore universale
D’altra parte poiché ogni formula del tidox(a) € equivalente alla formulax(- a), é
preferibile utilizzare I'espressiorigx; come abbreviazione dilX -, cioé scriverélx(a) per
denotare la formulan X (- a). In altri termini & preferibile assumere comenptivo il
simbolo [J e poi definire opportunamentd. Questa scelta consente di non complicare
inutiimente le dimostrazioni per induzione sullamgessita delle formule considerando
separatamente i due cdsk(a) e [x(a). Da notare che nel fare questa scelta risulta che

[(Oxi(a) € un simbolo del mio linguaggio naturale (memliaggio) con cui denoto una

2 Abbiamo esposto la nozione di linguaggio del priondine in cui, come vedremo, le variabili e le
costanti sono interpretate con un solo tipo di tiggquelli che appartengono al dominia. Ad
esempio la nozione di spazio vettoriale che riohiedie tipi di variabili (scalari e vettori) non
esprimibile in tale logica. Bisogna ricorrere altgiche a piu tipiche permettono di trattare tipi
diversi di oggetti. Comunque tutti i risultati chalgono per la logica ad un tipo che stiamo
considerando valgono anche nelle logiche a piu tipi

Altre volte e necessario quantificare sui sottieimé del dominio e non solo sugli elementi. Ad
esempio una affermazione del tipo "ogni insiemauwheri naturali ammette minimo”, essendo della
forma OX (XON - . . .) non pud essere descritta nella logica dehg ordine. Le logiche che
permettono la quantificazione sui sottoinsiemi di@iinio prendono il nome dogiche del secondo
ordinementre la logica definita in questo capitolo vieléamata logica del primo ordine ed il calcolo
proposizionale del capitolo precedente logica dira zero. Mentre le logiche del primo ordine a piu
tipi non sono molto differenti da quella del priroaline ad un solo tipo, le logiche del secondormdi
hanno una teoria completamente diversa che noesamineremo.
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asserzione del linguaggio oggetto. Naturalmentebdesr stato anche possibile assumere come
primitivo il quantificatorel] e definirel] come abbreviazione dill-. A volte si assumono
come primitivi entrambi i quantificatori.

Abbreviazioni. Una ulteriore abbreviazione consiste nel consigerara espressione del
tipoa - B come abbreviazione della formutaallB e a - [ una abbreviazione di
(a- P a- ). Con questa convenzione i simbol e - appartengono al mio linguaggio
(metalinguaggio) e servono a denotare particotamitile del linguaggio oggetto.

| seguenti sono alcuni esempi di linguaggi del priondine utilizzati in matematica.

Linguaggio usato per le strutture ordinate E' un linguaggio che contiene il solo simbsilo
di relazione binaria ed il simbolo di eguaglian&azolte si aggiunge anche una costante 0 (da
interpretare come minimo elemento) e una costant@al interpretare come massimo
elemento). Poiché non ci sono nomi di operaziohiugici termini sono le variabili e le
costanti. Sono esempi di formule

Ox(x=0) ; OXCy(y); Oxa(xa<x1); Oxa(Oxa((X1%2) I(Xe<X3) L(X1<X3)).

Linguaggio usato per la teoria dei gruppi. L'alfabeto di tale linguaggio contiene
'uguaglianza, il simbolo [l per rappresentare l'operazione binariay™ per rappresentare
I'operazione che associa ad ogni suo inverso e la costante 1 per rappresentieriento
neutro. In generale si preferisce la notazighal posto dinv(x). | termini sono I'espressioni
del tipo ky)X*, (1X)*y. Sono esempi di formule:

Ox(xiy =yX) ; xd=x; Ox(x=1- xX=1).
Naturalmente e possibile utilizzare anche linguadjgersi per trattare la stessa classe di
strutture matematiche. Ad esempio per la teoriagdgdpi si usa spesso la notazione additiva
invece di quella moltiplicativa che abbiamo indaatn questo caso si utilizza 0 come
costante, il simbolo + per I'operazione binarialesimbolo — per 'operazione unaria.

Alcuni tipi di formule prendono un nome particolaael esempio nel seguito chiameremo

- letterale ogni formula che sia atomictetterale positivd o negata di una formula atomica

(letterale negativp

- matriceogni formula priva di quantificatori

- matrice positivaogni matrice in cui non campare la negazione

- formula universaleogni formula che sia una matrice o che si ottidaeuna matrice
anteponendo quantificatori universali.

- formula universale positivagni formula universale in cui non & presentedgazione.

Esempi.La formulax<5 € un letterale positivo, la formutg(x=5) € un letterale negativo. Le
formulex<5 e &<5)(x=5) sono matrici positive. La formulasg5)[((- (x=5)) € un esempio di
matrice (non positiva). Sono esempi di formule ersali le formule

Dx((x<5)U(=~ (x=5))), OxOy(~ ((x<5)[X(x=5)))
Sono esempi di formule universali positive le fotenu

Ox((x<5)0(x=5)), OxOy(=((x<5)(x=5))).

Da notare che una formula come<§)- (x<7) € una matrice ma non €& da considerarsi
positiva. Infatti € una abbreviazione metalingestdella formula- (x<5)(x<7). Le formula
con grado di complessita zero sono le formule atb&ji esempi di formule di grado di
complessita 1 sonaxtl = 1) [(x=1), [Xa(XX=2).
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La nozione dsottoformuladi una data formula & evidente. La sottoformaldi (x(a) viene
dettacampo di azionalel quantificatorél Una occorrenza d in una formula viene detta
vincolatase entra nel campo di azione di un quantificati@letipo [, altrimenti viene detta
libera. Una formula senza variabili libere viene dethausa Ad esempio inmXy(Xo+3X3=Xo)
l'occorrenza dx; € libera, quella dk; & vincolata.

La formula D¢ (Cx(X+3x12%2)) € chiusa. Una stessa variabile pud avere unarimza
libera ed una occorrenza vincolata nella stessadia. Ad esempio, nella formula
(D +3x12%2)) (X2 +3%12X0) la variabilex; ha una occorrenza libera ed una vincolata.

Problema. Dire in quali formule la variabile, € libera
D(z(X2+3X12X2) - DX]_(X]_:X]_), Xo+3X1=Xo, DX]_(D(z(X2+3X12X2)), D(g(D(z(Xz"‘BX]_ZXz)).

Esercizia Dimostrare che ((1+X)x+0))-xs € un termine del linguaggio della teoria degli
anelli.

Esempio.Consideriamo un linguaggio individuato dalle casta, b, dalla relazione binaria
e dalla funzione unaria allora sono esempi di termini,
a, b, x, f(a), f(b), f(f(a)), f(x), . . .
sono esempi di formule:
r(Xaxa) , r(@f(xs)), Dxs(r(@b)), Oxa((r(f(a),xw))) , Dxa((r(af(xa))Xr(a,b))).
Supponiamo che vi sia anche un nome di una opem@inaria +, allora sono esempi di
termini (oltre e quelli scritti sopra)
at+b, atxy, X1 +H(x2), Xo+(f(X2+x3)+a), . . .

Noi non ci atterremo sempre alla rigida definiziodie formula sopra data e spesso ci
avvicineremo all'uso corrente del linguaggio matirnaScriveremo ad esempay al posto

di £(x,y) ed x=y al posto di ={y). Ancora, potremo scriverglx;(r(x,y)) per denotare la
formula— g (— (r(X1,X3)))-

Nota. Negli usuali linguaggi di programmazione €& podsibonsiderare solo una piccolissima
parte della logica dei predicati. Ad esempio soswwalmente permesse istruzioni del tipo
IF (x -1>0) AND (NOT§ = 3)) THEN .... ELSE ...
dove pero la presenza delle variaikdy nella condizione e solo apparente poiché in ogni
istante dell'esecuzione del programma tali vaiiadéinotano sempre un preciso numero.
Naturalmente sarebbe interessante costruire undgmo che permetta istruzioni in cui la
condizione dopo IF sia di tipo piu complesso. Aeémegio un linguaggio che permetta
istruzioni del tipo
IF OX(*=y) THEN .... ELSE ...
in cui la condizione esprime il fatto chee un quadrato perfetto, oppure un poco piu
complicate come
IF OnXOy(x"+y"=1) THEN .... ELSE ...
Purtroppo un tale linguaggio (che permetterebbasdivere ogni problema dell’aritmetica)
non esiste e, come mostreremo nel seguito parldetiprimo teorema di Gédel, non puo
esistere.

3. Cosa € la verita: interpretare un linguaggio
Allora Pilato gli disse: «Ma dunque, sei tu re?» d8e
rispose: «Tu lo dici; sono re; io sono nato per sfioe e per
guesto sono venuto nel mondo: per testimoniara deltita.
Chiunque ¢é dalla parte della verita ascolta la mia
voce». Pilato gli disse: «Che cos’e la verita?»dEtto
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guesto, usci di nuovo verso i Giudei (Giovanni 18:33-38
NRV)

Il problema di definire cosa € la verita non e ceseplice. Sembra addirittura che Pilato
dubiti che esista la verita. Il primo tentativo difinire la verita da un punto di vista
matematico fu fatto da logico matematico Tarskiog ¢i atterremo alla sua proposta. Per
prima cosa e evidente che una asserzione puo esgar® falsa a seconda del modo come
viene interpretata. Ad esempio se dico 2+3 = Ovectina cosa falsa se interpreto tale
asserzione sui numeri naturali. Invece scrivo wsawera se la interpreto sugli interi modulo
5. Se £ e un linguaggio del primo ordine, allora una su&erpretazione si ottiene
specificando di quali oggetti si parla e quindséiado un insiemB. Inoltre si deve associare

- ad ogni nome di operazione una operaziorig,in

- ad ogni costante un elementdXi

- ad ogni nome di relazione una relazion®in

Definizione 3.1.Unainterpretazionedi un linguaggio del primo ording€ € costituita da un
insiemeD, dettodominio dell'interpretaziones da una funzionk che associa:

a) ad ogni nome di operazioneariao una operazione-arial(o) : D"~ D

b) ad ogni costanteun elementa(c) di D

c) ad ogni nome di relaziomeariar una relaziona-arial(r) 0 D".

Esempio. Consideriamo un linguaggid in cui vi sia solo il nome di una relazione biaari
"amd'. Allora una interpretazione di tale linguaggio ddtiene fissando un insienie di
persone (ad esempio quelle presenti in una cetaa} ed una relazione binak{ama, cioe
un sottoinsieme ddxD. Ad esempio potremmo supporre hsia I' insieme di persone,
{mario, maria, carlo, luigi}
e che l'interpretazione sia definita ponendo
I[(amg = {(maria, mario), (mario, carlo), (maria, carlo), (carlo, luigi)}.
Naturalmente vi possono essere piu interpretaziello stesso linguaggio, ad esempio se si
cambia il gruppo di persone cui ci si riferisce.

Esempio.Riferiamoci al linguaggio che si usa per le stmgtordinate. Poiché € costituito da
un solo simbolo di relazione binari®, una interpretazione di tale linguaggio € codttuia
un insiemeD e da una relazione binarlé&). Ad esempio possiamo supporre dbesia
l'insieme dei numeri interi &<) l'usuale relazione di ordine tra interi, oppule ® sia
I'insieme delle parti di un insientee I(<) sia la relazione di inclusione. Si noti che I'cani
cosa che si richiede in una interpretazione € Igkg sia una relazione binaria e non
necessariamente una relazione d'ordine. Ad eseatf@niamo una interpretazione ponendo
D uguale allinsieme dei numeri interile<) = {(n,m) | n = n+1}. Naturalmente una tale
interpretazione non €& un insieme ordinato. Di falsmeno che non si impongano opportuni
assiomi (cosa che faremo nel seguito) le interpreta di questo linguaggio possono essere
accettate anche come interpretazioni del linguadgitesempio precedente, e viceversa.

Esempio. Consideriamo un linguaggig con un solo simbolo per una operazione bingria
Allora una interpretazione di e costituita da un insienize da una operazione binaria. Ad
esempio si ottiene una interpretazione pondddd1,2,3,4} el([0) uguale al massimo, cioe
1(d)(n,m) = maxX n,m} per ogni f,mOD? Un'altra interpretazione si ottiene ponerfztoA*,
cioé D uguale all'insieme delle parole su di un datobafa A e interpretandd] come la
giustapposizione (mettere una parola dopo l'altid. esempio, seA = {ab} allora
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|(O)(babhaab) = babbaab In entrambi i casi si suppone che = sia integteetome identita.
Questo consente, ad esempio, si esprimere la ptapassociativalxOyz((xOy)Oz =
xO(yd2).

Naturalmente la nozione di interpretazione coie@dstanzialmente con quella di struttura
del primo ordine che abbiamo data nel capitolo galeate. Infatti ad ogni interpretazione e
possibile associare una struttura del primo ordimaodo seguente.

Definizione 3.2.Supponiamo che i i nomi di operazione sianoy,...0s, che i nomi di

relazioni sianary,...fr € che le costanti siamm,...cp,. Chiamiamostruttura associata ad una
interpretazione la struttura

(D,1(09),...1(0g),1(r1),... 1 (re),1(C),... ) (Cp)).

Viceversa ogni struttura del primo ordiri®, Q1y,..., hs, R1,...R:,€1,...6) PUO essere vista come
l'interpretazione di un opportuno linguaggio deinpp ordine che contenga un nomeper
ogni relazioneR;, un nomeo; per ogni operaziong; ed un nome (cioé una costanteper

ogni element@. Ovviamente:

- le interpretazioni di un linguaggio che non abhi@mi di relazioni coincidono con le
strutture algebriche;

- le interpretazioni di un linguaggio che non hanndi operazioni coincidono con le strutture
relazionali.

Poiché non esiste sostanziale differenza tra l@éonezdi struttura e quella di interpretazione,
possiamo estendere tutte le definizioni e tutisultati che abbiamo elencato nel capitolo
sulle strutture del primo ordine alle interpretazidi un linguaggio del primo ordine.

Definizione 3.3.Sia £ un linguaggio del primo ordine ®'(l') una interpretazione di.

Allora unasottointerpretazionei (D’,I') € un interpretaziond>( 1) di £ tale che:
i) DOD'
i) per ogni nome di operaziommeD € una parte stabile rispett¢o)
iii) per ogni costante, D contiend'(c),
iv) 1(0) =I'(0)/D per ogni nome di operaziome
v) I(c)=1I(c) per ogni costante
iv) I(r) =I'(r)/D  per ogni nome di relaziome

E’ chiaro che una sottointerpretazione [di,() definisce una sottostruttura d'(l') e quindi

a volte parleremo anche shttostrutturadi una struttura invece che di sottointerpretagzidn
una interpretazione. Si osservi che per otteneaesottointerpretazione si deve considerare un
sottoinsiemeD di D' che sia una parte stabile rispetto alle operazgoche contenga gli
elementi che sono interpretazioni di costanti. Kdtoente vale la seguente proposizione.

Proposizione 3.4.Sia O,l) una interpretazione e definiamo l'operatdre #(D)- P (D)

ponendo, per ogrX[1D
T(X) = XO{1(0)(dy,....dn) |ar(o) =n, d10X, ... g, O X}O{I(C),...d(Cp)}-
Allora T € un operatore algebrico i cui punti fissi sonopbeti stabili diD e quindi le
sottointerpretazioni dilf, 1). Ne segue che:
i) l'intersezione di una famiglia di sottointer@eioni di O,l) € una sottointerpretazione di
(>8]
i) dato un sottoinsiem, la sottointerpretazione generataXiha come sostegno l'insieme
<X>con X> =Uyon T'(X).
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4. Interpretazione dei termini e delle formule.

Abbiamo gia detto che un termine in cui compaiaaledvariabili libere é la descrizione di
un algoritmo per calcolare una funzione. Chiamiamerpretazione di tale termine appunto
la funzione calcolata da tale algoritmo. Ad esemgitermine EX[X)+2X+5 corrisponde la
funzione polinomiale corrispondente. Se inveceriiine non contiene variabili libere la sua
interpretazione € I'elemento da esso calcolatoutdanente tali interpretazioni dipendono
dalla struttura algebrica di cui si sta parlando¢ dalla interpretazione fissata. Un modo piu
preciso di definire I'interpretazione di un termidd seguente.

Definizione 4.1.Sia O,l) una interpretazione,teun termine. Allora per ogni interoche sia
maggiore o uguale agli indici delle variabili ch@paiono int &€ definita una funzione-aria
I(t) : D" - D definita per ricorsione sulla complessitd dl modo seguente:

a) set e la costantealloral(t) € la funzione costantemente ugualéch;

b) set & la variabile alloral(t) & la proiezioné-esimé cioé la funzione definita da

[(t)(dy,...dn) =d;
C) se t = o(ty,... 1) alloral(t) € la funzione composta t@) el(t1),...I(tp), cioé la funzione
tale che

1()(d,... ) = 10)(1(te) (... &), ) () (T O)).

Ad esempio si& il terminelog(x;)+ser(x;) che scritto in forma prefissa sardog(x1),l09(x2))
allora

1(t)(d1,d2) = 1(+)(I(log(x1))(d1,d2), I(ser(x2)(d1,d2)).

|(log(x1))(d1,d2) =I(log)(l (x1)(d1,d2)) = I(log)(dy)
I(ser(xz))(d1,d2) =I(sen(l(xx)(d1,dz)) = I(sen(dz)

1(t)(da,d2) = [(+)(I(log)(d), I(sen(d2)).
Questo significa che il temirleg(x;)+sern(x,) viene interpretato come la funzione che, data la
coppia ¢, do) di elementi dD,
1. applica la funzionglog) ads,
2. applica la funziongser) ad,,
3. compone i risultati ottenuti nei passi 1. &#&mitel(+).

D’altra parte

e quindi

Nota. Da notare che se in un termine compaiono le vdriabi e x3 allora la sua
interpretazione € comunque una funzione di (almémoyariabili anche se poi i valori che
assume non dipendono effettivamente dai valor,.dAd esempio il termine®@;+sendxs) €
interpretato come una funzione di tre variabilignanto viene considerato equivalente al
termine 24;+0X; + sendxz). In tale caso si dice che la variabilee muta Lo stesso termine
puo essere interpretato anche come funzione ditrquatriabili in quanto pud essere
considerato equivalente al terming; 20X, + sengxz)+0X,;. Un termine che si riduca ad una
costante puo essere interpretato come funzionevdriabili per ogni intera. Ad esempio se
l'interpretazione e il campo dei numeri reali adlda costante pud essere interpretata come
funzione definita inRin R in R® e cosi via. La cosa non appare tanto strana intquse, ad
esempio, si accetta che la costante 3 sia un tereguivalente al termineX+0X,+0X;+3
(oppure al termine®+0X,+3 oppure al termine®+3) allora tale costante deve poter essere
interpretata come funzione di tre variabili (di duwiabili e di una variabile, rispettivamente).

3 Prende il nome dproiezione i-esiman un prodotto cartesiang;x...xX, coni<n la funzionePr; definita dal
porre Pri(Xy,... %)) = X%. In altri termini la proiezioné-esima € la funzione che associa ad ogni vettouda
componente di posto La terminologia geometrica € dovuta al fatto @wkeesempio, in un piano euclideo le due
possibili proiezioni corrispondono alle proieziauigli assi cartesiani.
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Le funzioni associate a termini permettono di daredzare al modo seguente le sottostrutture
generate da un sottoinsieme.

Proposizione 4.2Sia O,l) una interpretazione eXlun sottoinsieme d, allora
<X> ={lI(t)(dy,...dn) |t € un termine le cui variabili sono ta... X, e d;[1X,...d,[1X}.

Dim. PostoM = {I(t)(dy,...dn) |d10X,...d,[0X}, dobbiamo provare chiél € la piu piccola parte
stabile contenentX. Il fatto cheM contengaX segue dal fatto che $e il terminex; allora
I(t) & I'applicazione identica. Per provare ¢hed una parte stabile supponiamo ad esempio
cheh sia il nome di una qualunque operazione binaghesa [IM, b[IM. Allora esistono due
terminit; et, tali chea = I(t1)(a,...a&) € b =I(t2)(by,...bs) conglIX e b; O X. Per semplicita
supponiamo che le variabili tlisiano diverse dalle variabili ¢i. Allora

I(h)(ab) =1(N)(I(t)(as,... ), I(t2)(Dy,... bs))

F(h(ty,t2))(as,... a,by,... b)) = 1(t)(ay,... A,b1,... o)) O M.

Questo prova ch& e chiuso rispetto I'operazione In modo analogo si procede per le
operazioni che non sono binarie e quindi possiaocludere ché/ € una parte stabile.
Infine & evidente che ogni parte stabile conten¥rdentiene anchl. O

Ad esempio s&X = {a,b} & un sottoinsieme di un gruppo allorX>e I'insieme di tutti gli
elementi del tipo

a, b, ad bb, ab, ba, (ab)@*, (@'ma?, ...
cioe l'insieme di tutti gli elementi che si possoantienere a partire da e b tramite le
operazioni del gruppo.

Si consideri ora una formutadi un dato linguaggio e proponiamoci di definimemaniera
rigorosa che cosa significa I'espressione € vera". Ora naturalmente la verita o falsita d
una formula _dipende dalla interpretazione del laggia Ad esempio la formula
Oxa(Oxo(x1 D2 = X2B4)) sara vera se il dominiD dell'interpretazione € l'insieme degli interi
relativi ed il simbolo [T e interpretato con l'usuale moltiplicazionendimeri. Tale formula
sara invece falsa se invebe e l'insieme delle funzioni dk in R e l'interpretazione diT e
di essere la composizione di due funzioni (siccomdegsempidog(ser(x)) # ser{log(x)), tale
operazione non &€ commutativa). Allora e pitretto definire che cosa si debba intendere
per

"a e vera rispetto ad una interpretazidhe
Anche cio crea qualche difficolta, infatti se an vi € una variabile libera,, allora a puo
essere vera o falsa a seconda dell'elemento rappaés dax;. Ad esempio la formula
[x2(x2D4=X7) sara vera negli interi relativi sg rappresenta l'unita, sara falsaxgeappresenta
il numero 2. Cio significa che ha senso direase vera o falsa non solo dopo aver fissato una
interpretazioné del linguaggio ma anche dopo aver assegnato advagabile libera dig un
particolare elemento nel relativo dominiBer evitare complicazioni formali nel seguito
supponiamo che anche le variabili vincolate siami@rpretate da elementi del dominio.
Pertanto se le variabili libere o vincolate @isono trax,...X;, dati di,...d: elementi diD
vogliamo dare una definizione precisa del concetto:
"a e vera rispetto alla interpretazionequando le sue eventuali variabili libere sono
interpretate conl,...d: ".
Indicheremo in breve coh £ a [d,...d] una tale asserzione e ne daremo la seguente

definizione formale:
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Definizione 4.3.Sial una interpretazione, s@una formula le cui variabili libere o vincolate

siano traxy,... % € sianas,... dn elementi del domini®. Allora la relazionel £ a[ds,...dqy]
e definita per induzione sulla complessitardramite:

a)l Er(ty,...tn) [dy,...dn] se ((t)(dy,...dm),... (tn)(dy,... dr)) I (r)

b) I £ aJB [dy,...dn] sdkEqa [dy,...0dq €1 F B [dy,... 00

c) | £ adB[dy, ... O] sd k£ a [dy,...dw] oppurel E B [di,...0n]

d) | E-a [dy,...0n) se non & vero cher a [dy,...dn]

e) | £ x(a) [dy,...dn) se esistdlD tale chd k a|[dy,...di1,d,d+1....dn].

Nota. Risulta che
| EOx(a) [dy,...dn] = |Fa [dy,...di,...dr] per ognidi[ID.
Infatti, poichéllx;(a) € una abbreviazione di((X;(-a)), avremo che
| £ Ox(a) [dy,...dn] = non é vero chee [X(-a)[dy, ... dy] = non é vero che esistd 1D
tale chd £~ a [dy,...di,...0x] = perognid(D |k a [di,...d,... 0]

Nota. Invece di interpretare tutte le variabili che appa libere o vincolate si potrebbero
interpretare solo quelle che sono libere nella fdenar. Infatti, se la variabile; € vincolata,
allora l'esseré¢ £ a [dy,...d] non dipende dall'element} considerato. Ad esempio se risulta
chel £ Ox; (1 Xo=x20%) [d1,d7] allora risulta anché F [x; (X1 Xo=X[X1) [d,d2] per un qualunque
d#d;. In particolare se una formula € chiusa allorpg omettere la stringalj,...d,] che
interpreta le variabili occorrenti io. Ad esempio, invece di scrivete: [x; [1Xx(X1 Mp=Xo[X1)
[d1,d;] possiamo piu semplicemente scriveeellx; [1Xx(X1 Mo=XoX1).

Definizione 4.4.Se | £ a [dy,...dy] diciamo chela formula a € vera rispetto ad | negli
elementi g,...dn. Diciamo chea e verain | o chel € un modello dir e scriviamal k a, se
risulta | £ a [dy,... 0] per ognidy,...dmin D.

In altre parole dire che una formula con eventuatiabili libere € vera in una interpretazione
| equivale a dire che la sua chiusura universalera.\Ad esempio diciamo cheX, = xX; e
vera in una interpretazioniesel £ X1 Do=xB [d1,d] comunque si scelgand, e d, nel
dominio di interpretazione, cioé ke [1x;[Ixx(X1 Mo=xa14y).

Definizione 4.5.Una teorial si dicesoddisfacibilese ammette un modello si dicempleta
se per ogni formular risulta o cheT £ a oppure chdk - a.

5. Formule logicamente vere ed equivalenze logiche
Se una formulaa € vera (falsa) rispetto a tutte le interpretazialora viene detta
logicamente verdlogicamente falsg

Esempio. Le formule all~a, a- a, (Ox(a))- a(t), sono esempi di formule logicamente
vere; le formuleath- a, (- a(t))Jx(a), sono esempi di formule logicamente false.

Proposizione 5.1.Sia a una tautologia (una contraddizione) del calcoloppsizionale e sia
a una formula della logica del primo ordine che #ieme sostituendo ad ogni variabile
proposizionale una formula del primo ordine. Allosa @ una formula logicamente vera
(logicamente falsa).
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Dim. La dimostrazione € banale e ci limitiamo ad illadt in un caso particolare. Sia ad
esempioa la tautologiapi [ p; e sostituiama@; con la formulax(x,-1=0), allora otteniamo

la formula (X(X-1=0))F((X(x-1=0)) che risulta vera comunque si consideri una
interpretazione. O

La formula logicamente vera si dice anche che sian esempidadella tautologiaa. Due
formule a e @ si diconologicamente equivalentie ammettono gli stessi modelli. In tale caso
scriveremoa = @'.

Proposizione 5.2 Abbiamo che:

i) a=dad seesolosar - @ e logicamente vera

i) tutte le formule logicamente vere sono eqlewnd tra loro
iii) tutte le formule logicamente false sono e@lenti tra loro.

Proposizione5.3. La relaziones di equivalenza logica e una relazione di equivaden

Proposizione5.4. Sea e una sottoformula df, a = & e [ si ottiene dgB sostituendo al
posto dia la formulad allora S= .

E' ben noto ai matematici che il "nome" con cuneiendicata una variabile quantificata non
ha importanza, ad esempio la formula; [Ix(X;+x2=XtX1) ha lo stesso significato della
formula Oxz[xx(Xs+xo=X2tX3) ed entrambe esprimono la proprieta commutativgnoBsibile
precisare questo fatto al modo seguente.

Definizione 5.5.Chiamiamosimili due formulea(x) e a(x;) se la prima contiene occorrenze
libere dix; esattamente in quei posti in cui la seconda pdesecorrenze libere gj.

Ad esempio sono simili le formule

a(Xs)=UXa(XatXo=XotXs) € a(X1) = UXo(Xe+Xa=XoHX1)
perché nella prima formubg compare in tutti e soli i posti in cui compagenella seconda.
Equivalentemente si puo dire clix) € simile aa(x) quandoa(x) si ottiene daa(x)
sostituendo al posto delle occorrenze;dia variabilex;. In tale sostituzione & necessario pero
assicurarsi ch& non compaia vincolata nella prima formula. Ad egiense sostituissk, al
posto dixs nell'esempio precedente avrei la formula chiaég)=[lxx(Xo+X=X+X2) che non
deve essere considerata simile alla formula apgxi.

Proposizione5.6. (rinomina delle variabili). Sianoa(x) e a(x;) formule simili, allora

xa(x) = Dga(x) e Dxa(x)=0xa(x).

In definitiva tale proposizione esprime la segueatgmla:

se si cambia nome ad una variabile quantificataima formula allora si ottiene una formula
equivalente.

Ad esempio sia la formulax;[Ixx(x1 ¥, = X2[%;) che la formuladxs[xa(XsXs = X4X3) dicono la
stessa cosa, cioé che vale la proprieta commutdéi@rodotto. Le formulé&x (x> = 2) e
[ks(xs> = 2) sono equivalenti ed entrambe esprimonotibfehe esiste la radice quadrata di 2.

Proposizione5.7. Per ogni formular risulta
a)  ~(Ox(a) =x(-~a)
b) - (X(a)) = Ox(— a).
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Dim. Per provare a) ricordiamo chix(a) & una abbreviazione di(Cx(- a)) e che pertanto
= (0x(a)) = = (= (X(- a)) = X(- a).
Per provare b), stante il significatoldj dobbiamo provare I'ovvia equivalenza

~(X(a)) = - IX(= (= a)).

Proposizione 5.8. (leggi distributive dei quantifiatori). Siano a e £ due formule allora
valgono le seguenti equivalenze

C) Oxa)[(OxP) = Ox(adp)

d) Xa)(xP) = X(allp).

Dim. Proviamo la proposiziong supponendo, ad esempio, chaenoti la variabile;. Allora
I E (Oxa)A(Ox1f) [ch,...dn] = 1 EOxa[dy,...dn) €1 E OxqB [dy,...dn]
< perognd D |k a[d,...dy) e perognd 0D | £ £ [d,...d]
~ perogndOD | £ a[d,...d] elEB[d,..dJ] = | £ Ox(alB).
L’equivalenzad) pud essere anche derivata da c) “per dualitdéttin
1. applicando c) alle formutea e = otteniamo I'equivalenza
Ox-a)(Ox~p) =x(~a=p)
2. negando entrambi i membri di tale equivalentenedmo
((x=a)A(0x=f) =-(0x(=at-h)
cioe
3. = a)(-0Ox=P) = (X~ (- a=p))
e quindi
4. (X~- o)X~ P =[X(allp)
Basta allora applicare le legge della doppia negezper ottenerd).

E’ subito visto che invece le equivalenze
(Oxa)(OxP) =Ox(a1p) e (Xa)([XP) = [x(adp)

non valgono. Ad esempio, s¥Xx) significa x e pari” ef(x) significa “x & dispari”, allora
(Oxa)(OxpP) significherebbe che o ogni numero e pari, opmgei numero e dispari (cosa
falsa). InvecelIx(alJB) significherebbe che ogni numexoo € pari oppure e dispari (cosa
vera). Per quanto riguarda la seconda equivaletizay)(J((X5) significa che esiste un
numero pari ed esiste un numero dispari (cosa veasalprmulalx(allf) significa invece che
esiste un numero che e sia pari che dispari (@sa)f

Tuttavia se si suppone che la variabileon compaia libera ifi, allora possiamo provare
la seguente proposizione.

Proposizione 5.9. (leggi distributive dei quantifiatori). Siano a e £ due formule e
supponiamo che non sia libera igB, allora valgono le seguenti equivalenze:

a) X(alp) = (ka)XB) = (X(a)) LB

b) X(alp) = (ko) XB) = (X(a)LB

C) Ox(adp) = (Oxa)(OxP) = (Ox(a))dB

d) Ox(ap) = (Oxa)(OxP) = (Ox(a))0p.

e) Ox(a—p) = (- Xxa) =L

f) Ox(B—a) = — (Ox(a)).

Dim. Per provare a), supponiamo per semplicitaxchiax;. Sial una interpretazione e siano
d,...d, elementi del relativo domini®. Per prima cosa osserviamo che, poighéon e
libera in G, I'affermaziond k [ [di,...dy] non dipende in maniera effettiva dal particoldre
scelto. Pertanto se vdle £[d,,...dn] allora valel £ £[d,d,,...dy] qualunque sidlID. Allora



pag. 82 Cap. 5: 1L CALCOLO DEI PREDICATI G. Gerla

| £ Dq(a)0B [di,...dn] = EDX(a) [dy,...0n] € | EB[d,... 00
= esistedD tale chd k a[d,d,,...dy] el B[d,dy,...dn]
= esistedlD tale chd k alJG[d,dy,... 0
= | EX(adp) [dy,...dn].
Le rimanenti equivalenze si provano in modo smil O

Si osservi che l'ipotesi chenon sia libera i3 non puo essere eliminata. Infatti ad esempio la
formula (Ox(x<0))d(x=0) che interpretiamo nel campo ordinato dei numeali. Tale
formula, che ha la variabibelibera, & vera pex=3 ed é falsa per = -3. Essa pertanto non é
equivalente alla formulalx((x<0)(d(x=0)) che e chiusa e vera. Invece la formula
(Ox(x<0))[((1=0) e equivalente alla formulax((x<0)}(1=0)) e la formula [Ix(x<0))[(z=0) e
equivalente &lx((x<0)J(z=0)).

6. Un sistema di riscrittura per la forma normale penessa

Possiamo applicare i concetti ora esposti per aleciduzioni a forma normale per la logica
del primo ordine. Cominciamo con estendere il “gioche permette di ridurre ogni formula

in una formula in cui la negazione e applicata solformule atomiche e che abbiamo gia
visto per il calcolo proposizionale.

Proposizione 6.1.Esiste un sistema di riscrittura capace di traséoe ogni formula del
calcolo dei predicati in una formula equivalentein la negazione compare solo davanti alle
formule atomiche.

Dim. Basta procedere come nel caso del calcolo prdpasie "spingendo all'interno” la
negazione tramite le leggi di De Morgan e la leggeloppia negazione. Abbiamo inoltre
bisogno anche delle leggillxa — [xk=a e -[Xa - [Ox-a. Piu precisamente, applichiamo
la seguente procedura:

1. ogni sottoformula del tipe (aJB) pud essere sostituita cona)i(- H)
2. ogni sottoformula del tipe (alJp) puo essere sostituita cona) (= 5
3. ogni sottoformula del tipe (= (a)) puo essere sostituita can
4. ogni sottoformula del tipe Oxa pud essere sostituita colk— a
5. ogni sottoformula del tipe [ka puo essere sostituita caix- a.

[
Da notare che non abbiamo scritto una regola paplicazione. Questo perché abbiamo
considerato una implicazione del tipp=f come un modo per rappresentare la formula
(- a)p e questo comporta che(a=p) pud essere sostituita cer((- a)[Jf) e quindi con
ap.

Esempio.Consideriamo la definizione del concetto di lindiauna successioneyfnon.
IM_.a, =1 < Odmin(nem= |a.-l|<e&
Proviamo a negare che tale successione converg#@tora abbiamo la formula
= (Omn(nem= [an-1|<g)).
Allora é possibile “spingere” la negazione versotérno al modo seguente.
= (Oemn(nzm= |an-1|<€))
Ce- (OmOn(n>m=> |ag-1<€))
CEOMm= (On(n=m= |a.-1|<¢))
CEOmMO- ("iem= |an-1|<€)
CEOMCh(n=mk [aq-l|<é).
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Definizione 6.2.Una formula del tipoQix;...Qnxn(@), con Q; quantificatore universale o
esistenziale edr matrice viene detta iforma normale prenessa

Ad esempio le formule
x>0 , Ox(x>0) , [x(x>0x+1>0) , OxCy(y>0C,=x)
sono in forma normale prenessa, mentre le formule
[X(x>0)IX(x<0) , Ox(x>0- Cy(y=x))
non lo sono.

In una formula del tip@:X....Qnxn(a) diciamo che i quantificatof:x;....QnX, SONO
esterni Allora possiamo dire che una formula € in forrsanmale prenessa se tutti i
guantificatori che vi compaiono sono esterni.

Proposizione 6.3.E' possibile trasformare ogni formutain una formula equivalente in
forma normale prenessa.

Dim. Aggiungiamo alle regole di riscrittura che abbiardato per spingere dentro la
negazione le seguenti regole di riscrittura:

6. data la formulal[(a))0B la sostituiamo coriy(a(y/X))J8 cony variabile che non
compare libera i
7. data la formulalfx(a))dB la sostituiamo conlfy(a(x/y)))J3 cony variabile che non
compare libera i
8. data la formula{x(a))0B la sostituiamo con{y(a(x/y)))JB8 cony variabile che non
compare libera i
9. data la formula{x(a))dB la sostituiamo conl{y(a(x/y)))J8 cony variabile che non
compare libera irf3 .

Data una formulg; indichiamo comn()) il numero di occorrenze dei quantificatori tche
siano non esterni. Allora una formula € in formanmale prenessa se e solorgg = 0 ed in
guesto caso nessuna delle regole pud essere applica definitiva partiamo da una
gualunque formulgred operiamo in modo da ottenere una formplan cui - sia applicato
solo a formule atomiche. Applichiamo poiyale regole di riscrittura ora elencate fino a
guando cio sia possibile. Ad ogni applicazionealove din diminuisce di una unita. Infatti,
per esempion(Cy(a(y/X)))06) = n(((x(a))UPH) -1 e la stessa cosa avviene per le altre regole d
riscrittura. Allora prima o poi si perviene ad uftamula y tale chen(y’) = 0. A questo
punto abbiamo ottenuto la forma normale prenessa. O

Esempia Consideriamo la formula (Cx; [ (xX=%;) che non é in forma normale prenessa.
Allora e possibilé'spingere dentro'la negazione al modo seguente

= (X BXo(XoDo=X1) = Xy~ [Xo(XoBo=X1) = [g [IXo(= (X2 Xo=Xy)).

Esempio. Consideriamo la formula (vera nel campo ordinatei dwumeri reali)
(Oy(y>0))d(CyOx(x+y=x)). Non essendnr libera inCy[Ix(x+y=x), tale formula € equivalente a
Cy((y>0)yOx(x+y=x)). In tale modo abbiamo "spinto a sinistra” unn@iquantificatore.
Passiamo ora ad operare sulla formwaOJy[x(x+y=x). Non possiamo "spingere a
sinistra” il quantificatorély perché avremmo come risultato la formud(y>0)ICIX(x+y=x))
che é una formula chiusa falsa la quale non e atpnte a ¥>0)Oy[Ix(x+y=x). Dobbiamo
allora evitare tale difficolta con un cambio di idile sostituendo alla formula
(y>0)yOx(x+y=x) la formula equivalente y$0)[I[z[Ix(x+z=x) (un tale passaggio e
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giustificato dal fatto che la formul@x(x+y=x) e simile alla formuldix(x+z=x)). Tale formula
e equivalente alla formulaz((y>0)CIx(x+z=x)) e quindi alla formuldalkzx((y>0)(x+z=x)).
In conclusione la nostra forma inizialey(y>0))0(CyOx(x+y=x)) & stata ridotta alla forma
normalely[zx((y>0)(x+z=x)).

Esempio.L'espressioném a, = a si traduce nella formulapCmn(n=m - [|a,-al<1/p) che e
scritta in forma normale prenessa. Se si negddateula, si ottiene la formula (OpCmOn(n
>m - [a-al<l/p)) che esprime il fatto che la successioag Qon converge ac. Tale
formula si semplifica se si riduce a forma nornakenessa. Infatti

A (OpOmOn(n=m - [a-al<l/p)) = o~ (OmOn(n=m - Jan- al< 1/p))

= [(p(Om~0On(n=m - |a-al<1/p)) = Op(Omn— (n = m- (Ja-al<1/p))

= [p(Umh(n 2 m O (lar-a>1/p)).

Ad esempio, se si vuole dimostrare che la sucaessid non converge ad 1, dobbiamo
dimostrare chép(OmCh(n=mJ(1-1/n>1/p)) e per fare questo basta prenderel

Esercizio. Ridurre a forma normale prenessa le formule
(OxOy(x+y = y+x)) (= (Y¥<7)) ; Cyx(y+x=0))L(LYLX(x+y=x)).

Esercizio. Ridurre a forma normale prenessa le formule
(OxOy(x+y = y+x)) (= (YY<7)) ; OyDx(y+x=0))(DyOX(x+y=Xx)).

La proposizione 6.3 pur essendo “costruttiva’, sehso di indicare una procedura per
ottenere la forma normale, non é rigorosa percimédimostra che la procedura termina fino a
giungere alla forma normale (anche se la termimaz® abbastanza intuitiva). Un modo piu
classico e rigoroso per dimostrare I'esistenzaadelima normale € il seguente.

Proposizione 6.4.Per ogni formulaa esiste una formula' equivalente in forma normale
prenessa.

Dim. Dimostriamo la proposizione per induzione sullanptessita delle formule. Se la
formula a € atomica la proposizione e banalmente vera pdeli@mule atomiche sono gia
in forma normale prenessa. Proviamo che se la piropoe € vera per allora € vera anche
per-a. Per ipotesi di induzione esiste una matpdale che a=Q.z . . . Qnzi()). Allora
sa=-(Qzr. .. Qnzi()) ed, applicando piu volte la a) della proposiei@3,-a=Q'1z; . . .
.Q'nzn(=)) avendo postdQ’i= [0 seQ = e Q= OseQ; = . Cio prova chera é equivalente
ad una formula in forma normale prenessa.

Assumiamo la proposizione vera per le formale S e proviamo che e vera pefl5. Per
ipotesi di induzione sappiamo chee 5 sono equivalenti a formule del tiggz;...Qnz (') €
P1y1..Pnym(B) cond e [ opportune matrici. Cambiando eventualmente nolieevariabili
Z1,....Z, possiamo supporre che nessuna delle varigbgia libera ing. Pertanto per la
proposizione precedente

allB= (Quzi... Qnzn(@)) 0B =Q121(Qozz.. Qn(@ UB)=.. =Q121Q02...Qnza( @’ D)

Poichéf puo contenere ancora quantificatori il processodiizione a forma normale non é
ancora finito. Possiamo pero ripetere il processzguente per la formul&@]5 ed ottenere
che tale formula é equivalente ad una formula @@ P,y:...Pnym(@'0B). Sostituendo
opportunamente possiamo concludere ch& é equivalente alla forma normale prenessa
Q1z1...QnznPays... Pmym(@’ OB).

Similmente si procede per provare chexse sono riducibili in forma normale prenessa
anche al]@ é riducibile in forma normale prenessa. D'altratgo& immediato che seg é
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equivalente alla forma normale prene§sa...Qnz,(a") alloralx(a) & equivalente alla forma
normale prenessa&Qz....Qnz.(a").
Cio prova che ogni formula e riducibile in formarmale prenessa. O

Esempia Consideriamo la formula (Cx; [ (XX=x;) che non & in forma normale prenessa.
Allora e possibile "spingere a destra" la negaz@imaodo seguente

- (Dxltb(z(Xz&z:X]_) = [ D(z(Xz&zle) = [b(]_DXz(—l (Xz&zle)).

Esempio. Consideriamo la formula (vera nel campo ordinatei dumeri reali)
(Oy(y>0))d(CyOx(x+y=x)). Non essendnr libera inyx(x+y=x), tale formula & equivalente a
Cy((y>0)yOx(x+y=x)). In tale modo abbiamo "spinto a sinistra™ unni quantificatore.
Passiamo ora ad operare sulla formwaOf(ly[Ix(x+y=x). Non possiamo "spingere a
sinistra” il quantificatorély perché avremmo come risultato la formud(y>0)0x(x+y=x))
che e una formula chiusa falsa la quale non & atgnite a \>0)y[Ix(x+y=x). Dobbiamo
allora evitare tale difficolta con un cambio di edile sostituendo alla formula
(y>0)yOx(x+y=x) la formula equivalente y$0)[I[z[Ix(x+z=x) (un tale passaggio e
giustificato dal fatto che la formulax(x+ty = x) € simile alla formulalx(x+z = x)). Tale
formula €& equivalente alla formulakz((y>0){Ox(x+z = X)) e quindi alla formula
[(ZOx((y>0)(x+z = Xx)). In conclusione la nostra forma inizialey(y>0))J(Cy[Ox(x+y=x)) e
stata ridotta alla forma normal&z{x((y>0)(x+z = X)).

7. Skolemizzazione: come eliminare i quantificatoresistenziali
Abbiamo visto che ogni formula puo essere ridottborana normale prenessa. In questo
paragrafo vogliamo mostrare che, in un certo senso:

ogni formula risulta equivalente ad una formula wersale purché si arricchisca
opportunamente il linguaggio con nomi di costantioeni di operazioni

Prima di procedere in generale facciamo alcuni egem

Insiemi ordinati con minimo. Consideriamo un linguaggid che contenga il simbolg e

consideriamo la teorid = Ord O { a,f} che si ottiene aggiungendo agli assiomi solitilale
teoriaOrd degli insiemi ordinati le formule

a = X (OXa(X1£%2))

LS = X (Ox%2(%22%1))
esprimenti l'esistenza di un elemento minimo e mielemento massimo. Arricchiamb
aggiungendo due costanti ad esempiedM, e siaZ£ il linguaggio ottenuto in tale modo. In

tale linguaggio & possibile considerare la te®ria= Ord 0{ @ ,8'} che si ottiene sostituendo
aef con le formule

a = Oxo(MExy)

ﬂ* = [Oxa(%=M).
E’ evidente che, in un certo senso, i modelliTdicoincidono con i modelli dir’. Piu
precisamente, rimanendo nell'ambito degli insierdirati, sel € una interpretazione dj che
verifica T allora esiste un element[IS che € il minimo dell'insieme ordinat® ed un
elementod, che & il massimo. Allora si ottiene una interpzietael” di £ che verificaT

ponendd (<) = 1(<), I'(m) = d; el (M) = d. Viceversa sé¢ & una interpretazione di’ che
verificaT , allora, postd(<) = I'(<), si ottiene una interpretazionefiche verifical.
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Assiomi per la teoria dei gruppi. Un altro esempio puo essere ricavato dalla teogia d
gruppi. Supponiamo di riferirci ad un linguaggio itimale" £, per tale teoria il quale

contenga solo il nome di una operazione binaridlord la teoria dei gruppi dovra essere
espressa con l'insiemiedei due assiomi

Ar Xal(oDhs) = (xa o) s

Ay [(Oxa((2D4 = x1) (X1 2 = x1)) D%y (Y = 2 (Y2 = 2)).
Il primo assioma & la solita proprieta associatilasecondo assioma comprende sia
I'affermazione di esistenza dell'elemento neutahe dell'inversoy di ogni elementox. Da
notare ché\; nonsi puo spezzare nei due assiomi

DZ( DX]_((Z&]FX]_) D(XJ_B:XJ_))

OxDy((xy=2)(y¥=2))
in quanto, essendp una variabile (in quanto viene quantificata neliana formula) nella
seconda formula non é detto chppresenti lo stesso elemento di cui si € panalia prima
formula. Per rendersene conto basta rinomizarella prima formula e sostituire il sistema
delle due formule con il sistema equivalente:

Cu(Oxq ((URg=x1) O(x1 [0=X1))

OxDy((xy=2)[(y=2)).
La riduzione a forma normale prenessa di tale assionon migliora molto la sua
comprensione. Infatti avremo che:

[z(Ox1 (22 = X2) (X1 2 = X1)) D% Oy((% Y = 2) (YD = 2))
= [z00xq (204 = X1) L(xa[Z = x) Ly ((x2ly = 2 (yX, = 2))
= [z0x xa(z = 1) (X1 2 = xq) O0y((%y = 2 ((yXz = 2))
= (200X (% Dy((2B4 = X)) (X1 [Z = X1) (XY = 2) [y, = 2)).

Si ottiene perd una semplificazione della formulaaducendo un nuovo simbolo di costante,
ad esempid, per denotare I'elemento neutro. Infatti nel liaggio ampliataZ; ottenuto in

guesto modo potremo riscriveg in maniera piu semplice come
(Exa (18 = %) L(xa 1 = X)) UL (%Y = 1)y = 1)).

Tale formula é equivalente alla formuta nel senso che abbiamo specificato nel caso della
teoria degli insiemi ordinati. D'altra parte unketeormula si spezza nei due assiomi
G Oxq((1B=xq) (X1 [1=x1)
e

Dxely((ly = 1)z = 1)).
La prima formula non si puo ulteriormente sempéifies, per quanto riguarda la seconda, una
ulteriore semplificazione si ottiene introducendonuovo simbolo di operazione unaria, ad
esempio ihv". Infatti essa puo essere riscritta come:
Gz  Ox((xhv(x) = 1)(inv(x)X = 1)).
In definitiva se scriviamo, come si usa solitamenté" al postoinv(x) abbiamo I'usuale
sistemal di assiomi per la teoria dei gruppi

G xl[XMs) = (X1 D) X3

Gz I¢=x
Gy  x=x
Gy xxt=1
Gy xm=1.

L'idea che e alla base di un tale modo di proeedarhe, come abbiamo gia detto,:
e possibile semplificare la complessita delle fderarricchendo il linguaggio di opportuni
nomi di costanti e di funzioni.
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Per enunciare quanto detto sopra nella forma pieérgée proponiamo alcune definizioni.

Definizione 7.1.Siano£ ed£" linguaggi del primo ordine e supponiamo che Iladfto diL
sia contenuto nell’alfabeto df". Allora diciamo che una interpretazior®,l) di £ &l
ridotto di una interpretazioné{,") di £ seD =D ed|” & una estensione HiDiciamo che

una teorial in £ ériducibile ad una teorid” in £ se D,!) & un modello dT se e solo se & il
ridotto di un modello®’,I") di T .

In altre parole il ridotto di una interpretaziorieotiene cancellando dal linguaggio un certo
numero di nomi di relazioni, nomi di funzioni o nomi costanti e considerando solo
l'interpretazione dei simboli rimanenti. Ad esemgicampo dei numeri reali € il ridotto del
campo ordinato dei numeri reali. Il gruppo additde reali € il ridotto del campo dei numeri
reali.

Negli esempi che abbiamo fatto all'inizio del pgnafo la teorial e riducibile alla teoria
universaleT .

Teorema 7.2. Sia£ un linguaggio del primo ordineTeuna teoria in£. Allora T e riducibile
ad una teoria universale in una estensioné del linguaggiaZ.

Dim. Supponiamo ché& contenga una sola formutg allora in base al teorema di riduzione a
forma normale prenessa, non é restrittivo supparséa del tipoQy1Qay-...Qnyn(d') con @’
matrice. Supponiamo anche che non vi siano queattti "inutili”, cioé che ogni variabile
guantificata compaia effettivamente liberaadh SeQ;=[] allora siac una nuova costante e
consideriamo la formul®@.ys...Quyn(a' (y1/c))*. E' immediato che una interpretazione & un
modello diQ1y1QzY....Qnyn(d') se e solo se e il ridotto di un modelloQly-...Qnyn(a (y1/C)).
SeQ; e universale, si®.1 il primo quantificatore esistenziale che compae#tansequenza
Qy1Q2y2..0nyn.  Allora la nostra formula potra essere scritta lanelforma
Oy10yo...0vilyi+1(Byi+1)) dove g ha n-1 quantificatori esistenziali. Introduciamo ora nel
nostro linguaggio un nuovo simbdiali funzione ad posti e consideriamo la formula
Oya0ye...Oyi(BYi+/h(yi, - .. W0))-

Anche in questo caso una interpretazione € un rwodelly:Oys,...0y Oyi+1(AYi+1)) se e solo
se e un modello della formul@dy:Oy,...0yi(BYi+1/h(y1,...,y)). In definitiva abbiamo visto
come sia possibile eliminare un quantificatoretes@ale. Iterando tale procedimento fino ad
eliminare tutti i quantificatori esistenziali stiene la formula universaler cercata.

Nel caso in cuiT contenga piu di una formula si puo procedere s@stdo ogni formular
in T con la formulaa ottenuta con il modo ora esposto.

Il significato di tale teorema € anche che ognrigescientifica e costretta ad ampliare il
linguaggio naturale se vuole descrivere i propmaadti in modo semplice. Questo spiega
perché in ogni scienza nasca e si sviluppi un gspgialistico sempre piu esteso e perché
spesso la divulgazione scientifica, cioé I'espssi di concetti complessi tramite |l
linguaggio naturale, sia una impresa molto diffi@l forse impossibile.

4 Sea e una formulay una variabile & un termine, allora con{x/t] denotiamo la formula che si
ottiene sostituendo im al posto delle occorrenze libere xjiil terminet. Ad esempio ser € la
formula x3(xo+xs=0) et il terminelog(x,) allora a[x.,/t] € la formulaxs(log(Xs)+xs = 0), se invecd &
uguale alla costante 3, alloagix,/t] coincide conxs(3+xz= 0).
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8. Conseguenze logiche
Prende il nome dsistema di assiomi del primo ordiresemplicementsistema di assiomi

ogni insiemeA di formule. Le formule inA vengono anche chiamaissiomi

Definizione 8.1.Dato un sistema di assion#, una interpretazioné¢ € detta essere un

modello diA se ogni formula A e vera rispetto ad Chiameremaoddisfacibilii sistemi di
assiomi che ammettono un modello.

Non tutti i sistemi di assiomi ammettono un mode#ld esempio s&l contiene una formula
a e la sua negataa, allora & evidente che non puo esistere un modeli

Definizione 8.2. Diremo che un insiem¥ di formule éconseguenza logicdi un insiemeX di

formule e scriverem& £ Y se ogni modello dX € un modello diY. Diremo chea e una
conseguenza logica i e scriveremX E a, se ogni modello dk € un modello di, diremo
chea e conseguenza logicafie scriveremg £ a se ogni modello ¢ € un modello do.

A volte useremo anche le espressioKi dipende logicamente dd” oppure B dipende
logicamente d&X” . Intuitivamentea dipende logicamente da un insieXdi formule quando
non dice niente di piu di quando é dettaxda

Definizione 8.3.Un sistema di assion#l viene dettandipendentese nessuna formukadi A
dipende logicamente dd—{ a}.

Forse il piu famoso esempio di indipendenza €& qudkll'assioma delle parallele dai
rimanenti assiomi della geometria.

Esempio.Consideriamo il sistema di assiomi

A1 X=X

Az (X1=X)(X=x3) — X1=X3

Az (X]_SXz) D(XzSX]_) — X1=X2

As (X]_SXz) D(XzSX]_)

As X o((a#Ex) dxs(Xs = X1 X3 = X2)) (esistono solo due elementi distinti).

| primi tre dicono che< € una relazione d'ordine, il quarto asseriscel'ohdine e totale, il
quinto che esistono solo due elementi nel domiAibora € immediato che la formula
X (Ox2(X1=X2)) il cui significato & "esiste un minimo elementtipende da A Az, Az, A4 in
guanto ogni insieme totalmente ordinato di due elgircontiene minimo.

Esercizio. La proprieta commutativa dipende dalla teoriagtappi ?

Proposizione 8.4Un sistema di assion#l e indipendente se e solo se per agniA esiste
un modello diA-{ a} in cui a e falsa.

Dim. Owvia.

Esempio. Il sistema di assiomb;, Ay, As per definire le strutture d'ordine e indipendente.
Infatti tale teoria coincide con [linsiemeA={RT,A}ldelle tre formule esprimenti

rispettivamente la riflessivita, la transitivital@ proprieta antisimmetrica. Un esempio di
modello di R T} che non verificaA & dato dall'insieme dei polinomi in cui si € posto
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p<g - il grado dip € minore o uguale al gradoqli
Un modello di {T,A} che non verificaR &€ dato dal porre iN
XSy < X minore o uguale gedy é pari.
Un modello di A} che non verifical € dato dal porre iN
XSy < X=Y oppurey =x+1.
Esercizio4. La teoria dei gruppi € indipendente ?
Esercizio5. La teoria delle equivalenze e indipendente?

Esempio. Consideriamo il linguaggio della teoria dei gruppllora chiamiamogruppo ogni
modello del seguente sistema di assiomi
G:  OxOyOz((xy)[Z=x{yZ)) (proprieta associativa);

Gy [Ox((xA=X)(1X=x)) (1 e elemento neutro)

Gs Ox(xX'=1)Ox'®=1)) €1 & linverso di).

Consideriamo inoltre la formula

G, 1'=1

che esprime il fatto che l'inverso di 1 e 1. Allp@ichéG, € vera in ogni gruppdz, dipende
daGl, G, eGa.

Consideriamo ora la formula

Gy DxUy(Xy = y)

che esprime la proprieta commutativa. Allora tadenfula non dipende dalle rimanenti in
guanto esistono gruppi che non sono commutativi.

9. Logiche con eguaglianza

Fino ad ora abbiamo considerato il simbolo di rnela binaria "=" come un simbolo
gualunque e non abbiamo fatto ipotesi sulla suerpnétazione. Tuttavia usualmente a tale
simbolo viene sempre dato un significato partieiarquanto quasi sempre viene interpretato
come identita, cioé si considera vera una assexziehtipoa = b sea e b denotano lo stesso
oggetto. Un tale modo di interpretare il simboleiene dettanormale.

Definizione 9.1.Una interpretazioneXl) si dicenormalesel(=) é interpretato come identita,
cioe sd(=) e la diagonale f{,d) | dCID} di D.

Le strutture algebriche vengono viste come intégaieni normali in quanto, anche se non si
dice esplicitamente, quando si parla di struttugelaiche si suppone sempre che esista nel
linguaggio il simbolo = e che tale simbolo vengeeipretato con l'identitad. E’ evidente che le
interpretazioni normali verificano le seguenti faret
U X=X (riflesd®) ;
=Y) - (Y=X) (simmetria) ;
X=y)y=2) - (x=12) (transitivita) ;
U, x=y=(r(z,...X...Z) = r(z,...y,...2Z)) (sostituzione per relazioni);
Us x=y= f(z,.X...20) =f(z,...¥s-- Z0) (sostituzione per funzioni)
doveU, e U3 vanno intese estese a tutti i nomi di relazioreel a tutti i nomi di funzionée
dove
- 1(z,...y,...Z,) € la formula atomica ottenuta déz,...X,....Z,) sostituendo una occorrenza
della variabilex cony
- f(z,...y,... Z)) € il termine ottenuto diz,...X,...Z,) rimpiazzando una occorrenzaxdiony.
Viceversa si pone il seguente problema:
una interpretazione del simbolo = che verifica télirmule & necessariamente l'identita ?
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La risposta e negativa in quanto tali formule swanficate anche in tutti i casi in cli=) e
una congruenza. Infatti le condizioni dateUpn esprimono il fatto che é una relazione di
equivalenza mentrd,, Us equivalgono ad affermare ce& una congruenza.

D’altra parte in matematica spesso il simbologliaglianza viene utilizzato per denotare
una equivalenza. Ad esempio in geometria si usadte due segmenti sono uguali nel caso
abbiano la stessa lunghezza. Quando si dice che
“due triangoli sono uguali se hanno due lati e Igolo compreso uguali” il termine “uguali”
si intende che due triangoli sono ritenuti uguaihanno tutti i lati uguali (oppure se si
posono sovrapporre con un movimento). Pertantcssilpite che due triangoli siano uguali in
tale senso senza essere gli stessi (in quantoiquaizin due diverse zone del piano).

Definizione 9.2.Chiamiamologica con identitdla logica che presenta nel suo alfabeto il
simbolo = di relazione binaria e che interpreta tedlazione in modo che siano sempre
soddisfatte le formul&J,, U, e U3 (cioé interpreta = con una congruenza).

Nel seguito se consideriamo una logica in cui &gmee il simbolo = supporremo sempre che
sia una logica con identita, cioé supporremo serapeesiano verificate le formuld;, U, e
Us. Considereremo anche logiche in cui non sia ptesen

A volte le interpretazioni che verificano il sista di assiomiJ;, U, Uz vengono anche
chiamatepre-interpretazioni.Questo nome si giustifica dal fatto che e possipdssare in
modo canonico da una pre-interpretazione ad ueapirgtazione normale. Infatti, € possibile
considerare il quoziente imodulo la congruenzg=).

Definizione 9.3. Sia | una pre-interpretazione, allora guoziente normaledi | €
linterpretazione normalé che si ottiene come quoziente Idtramite la congruenzg=).
Pertantd” & definita al modo seguente.

-D'={[] |xOD} dove K={yOD |(y)OI(=)} ;

-I'(©=0(9)] ;

-1 (=[xl al) | G, x) DI}

- () ([l [x]) = [I(h)(Xa,... Xn)].

Poichél’(=) & uguale a {§fl.[y] | xY)OIE)} = {((X.[y]) | [¥=[y]}, |” & normale. Come
vedremo nel seguito una pre-interpretazione eddlguoziente normale verificano le stesse
formule, pertanto non ha importanza se ci si sf@iad una pre-interpretazione o al suo
guoziente normale.

Esempio (Il campo dei razionali).Consideriamo il metodo con cui si costruisce ihpaQ
dei razionali a partire dall’anelld degli interi relativi. Poniam® = Zx(Z-{0}) e definiamo in
tale insieme le operazioni di moltiplicazione e @odo
(nmp,g) = (NP, md) ; 6m) + (p.a) = (g + plth, mig). (9.1)
Chiamiamo inoltre con 0 e 1 le coppiel)0e (1,1), rispettivamente. In tale modo si ottiene
una struttura algebricaD(+,,D,1). Consideriamo in tale struttura algebricardéazione=
definita da:
(hm) =(p,g) = ng=mp (9.2)
Non e difficile verificare che e una congruenza iD(+,[0,1). Chiamiama@ampo dei numeri
razionali il quoziente di D,+,,D,1) modulc=. Se si accetta tale modo di procedere un numero
razionale € una classe completa di equivalenzatedmini di logica del primo ordine
(Q,+,CD,1) & una interpretazione normale del linguaggita teoria degli anelli.
Questo modo di procedere € corretto dal puntoisiavmatematico ma non rappresenta
bene il modo con cui le persone manipolano edzatho effettivamente i numeri razionali.
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Infatti per una persona un numero razionale € appia non una classe di equivalenza. I
primo elemento della coppia viene chiamatameratore il secondodenominatoreTutti i
calcoli vengono fatti con tali coppie e non corclassi di equivalenza. Pertanto la struttura
effettivamente utilizzata eD(+,[,D,1) e non @Q,+,[,D,1). Tuttavia si utilizza continuamente
anche la relazionee che viene chiamata uguaglianza nonostante il fatie sia una
congruenza. Questo vuol dire che se si accettataumedo di procedere il linguaggio é
interpretato dal modello non normal®,{,.D,1,=) invece che dal modello normal®,¢,.D,1,

=). Naturalmente@,+,.D,1, =) € il quoziente normale d+,,D,1,=). | due modi di vedere le
cose sono equivalenti.

Da notare che i programmi di calcolo simbolico eoMathematica o Derive assumono
proprio tale punto di vista sia nella trattazioree dumeri razionali sia, piu in generale, per
tutta la matematica. Infatti per Mathematica glgetsi da manipolare, ad esempio i razionali,
sono coppie (per meglio dire parole del tipim). | calcoli da effettuare sono quelli indicati da
(9.1). La relazione di equivalenza definita in @)Oviene vista come unagola di riscrittura
o diriduzione a forma normaléuesto significa che dopo che si é effettuatcaloolocome
2/3+5/6 ed avere ottenuto®235)/(36) = 27/16 si cerca un elemento equivalente a 27/16
che sia in forma canonica. Se si e scelta comedaaramonica quella per cui numeratore e
denominatore sono primi tra loro, allora si ottiéi2. Da notare quindi che I'output non & 1.5
come sarebbe fatto da un qualunque linguaggioatirammazione che considera i razionali
come particolari reali rappresentati in forma deadam

Esercizio. Provare che la relazione dell'esempio precedente € una congruenza, che
(0,1)+(x,y) € congruo axy) e che (1,1J,y) &€ congruo axy).

Esempio: (Gli interi modulo m). Consideriamo I'anello degli interi relativZ,#,[D,1) siam

un intero positivo e denotiamo coa la congruenza modulo ndefinita ponendxsy se e
solo sex-y & un multiplo dim. Come €& noto il quozient&,+,,]0],[1]) di Z modulo= & un
anello finito chiamato anello degli interi modutn Un elemento dZ.,, € una classe completa
di equivalenza. Anche in questo caso possiamoprg&re tale struttura come un modello
normale del linguaggio della teoria degli anelln bhodo diverso di vedere le cose e riferirsi
alla interpretazione non normalg,{,[D,1=). In tale caso tutti i calcoli vengono fatti con i
numeri ma siamo autorizzati ad utilizzare nei caleorelazione=.

10. Estensione di una proprieta e relazioni definii.
Siaa una formula le cui variabili sono compresexia.. x,, e sia D,I) una interpretazione.
Allora chiamiamaestensione diin | la relazionen-ariaE(a) OE" definita da:
E(a) = {(dy,...dn) OD" : 1 £ a [dy,... 0]}
Diciamo che una relazioreedefinibilese e I'estensione di una opportuna formula.

Esempio. Ad esempio se si considera la formubat3d/+1 = 0 allora la sua estensione nel
campo dei numeri reali € il sottoinsieme del piaostituito dalla retta {y) : 3x+2y+1 = 0}.
L’estensione della formulg+y’>1 & il complemento del cerchio chiuso di centroidime e
raggio 1.

Esempio. Nell’'anello Z degli interi relativi la nozione di numero primo d&finita dalla
formulaChCm(n+ 10m+ 10nh = X).

Esempio. Nella teoria degli ordinamenti con il simbatocome primitivo, allora la formula
(x<y)[ (x=y) definisce I'ordine stretto.
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Nel seqguito, data una relazioneria R, chiamiamoi-striscia generata da FRa relazionen-
aria§(R) definita da
S(R) ={(dy,...dn) : esisted[ID tale che ¢, ... d.-1,d,di+1...,d,) OR}.

Proposizione 10.1.La nozione di estensione di una formula puo esdefiaita per induzione
sulla complessita delle formule. Infatti risultaech

1. E(r(ty,.-tp)) = {(d,....dn) O D" : (I(ta)(da, ... An),--., [(tp)(Dha, .. ) OI(r)}

2. E(alp) =E(a)nE() ;

3.E(al}p) =E(a)UEP) ;

4.E(-a) =—Ha).

5.E(Dxa) = S(E(a)).

Dim. Immediato.

Proposizione 10.2L'insieme delle relazionn-arie definibili in una data interpretazione e la
sottoalgebra dell'algebra di BooleP(D"),0,n,D",0). Tale sottoalgebra & finita oppure
numerabile.

Dim. SianoR; edR; due relazioni definibili, allora esistono due falea e g tali cheE(aq)
=R, edE(f) = R.. Per la 2. della proposizione ora dimostiRtaR, = E(al}p) e quindiRinR,
e I'estensione della formula}3. In modo simile si prova chig,[1R, € definibile in quanto
estensione della formula}p e che R; e definibile in quanto estensione della formuila

Per provare la seconda parte della dimostrazi@sereiamo che la funziongé & una
funzione suriettiva dell’insieme (numerabile) dirfaule nell'insieme delle relazioni
definibili. Cid prova che l'insieme delle relaziodgfinibili ha potenza minore o uguale al
numerabile.

Corollario 10.3. In ogni interpretazione infinita esiste un numendéinito di insiemi e
relazioni non definibili.

Dim. Osserviamo che se il dominidé infinito allora I'insiemeP(D") di relazionin-arie ha
potenza maggiore del numerabile. D’altra parteaile insieme solo una quantita finita e
numerabile di relazioni e definibile. Pertanto &sie infinite relazionn-arie non definibili.



