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CAPITOLO 4 indice

IL CALCOLO PROPOSIZIONALE

1. Introduzione.

La logica matematica studia le "asserzioni", cieéespressioni linguistiche per cui abbia
senso dire se siano vere o false. Supponiamo cleeendi dire che una asserzione € vera
affermiamo che ha “valore di verita 1”, invece diedche e falsa affermiamo che ha “valore
di verita 0”. Allora il primo compito della logicenatematica e stabilire come il valore di
verita di una asserzione composta possa essem@atal@ partire dai valori di verita delle
asserzioni che la compongono e quindi di dare gmifstato alla parola “essere vero”. Questa
parte della logica viene chiamasgmantica Il secondo compito della logica € quello di
formalizzare e riprodurre le forme di ragionamedgll'essere umano, cioé quei processi
mentali che permettono di ottenere a partire daragsi considerate vere (premesse) nuove
asserzioni (conclusioni). Questa parte della logmende il nome diteoria della
dimostrazione.

Il calcolo proposizionale studia un particolare iense di espressioni del linguaggio
scientifico, espressioni che vanno sotto il nomprdposizionio asserzioni Per proposizione
intendiamo una qualunque espressione della lingliana di cui si possa dire che sia vera o
falsa. Esempi di proposizione sono allora

“ieri sono andato a Roma", "2+3=7", "7 e primo edr@ggiore di 5", "7 non e primo", "347

0 € pari oppure 347-1 e pari".

Non sono invece esempi di proposizione le esmes"vai a Roma !" che esprime un
comando ed é tipica dei linguaggi di programmazidaee sono presenti istruzioni del tipo
"poni x uguale a 5", "vai all'istruzione con I'd¢tetta 5",

Non e una proposizione l'espressione "vai a Roal® esprime una interrogazione ed e
tipica dei linguaggi di interogazione dei dati. @amente non €& una proposizione
I'espressione "se potessi andare a Roma!"”, cherespn desiderio.

Nel seguito a volte invece di dire che una propose a e vera diremo che ha "valore di
verita uguale ad 1", invece di dire che é falsardiw che ha "valore di verita uguale a 0". Ora
vi sono due tipi di proposizioni: quelle atomicheyjeelle composte, cioé quelle che sono
costruite a partire da altre proposizioni. Le psiponi

"Mario ieri € andato a Roma"e"2+3=7"
sono esempi di proposizioni atomiche. La proposiel@ € primoe 7 € maggiore di 5& una
proposizione che puo essere considerata compoataitgé congiunzione) dalla proposizione
"7 & primo" e dalla proposizion€7 &€ maggiore di 5" Se indichiamo corp; € p;
rispettivamente"7 € primo" e "7 € maggiore di 5" allora indicheremo com:[p, la
proposizione composta. La proposiziot8t7 o & pari oppure 347-1 & par@ ottenuta
componendo (tramite disgiunzione) la proposizit8¥7 e pari’con la proposizion&347-1 e
pari". Se indichiamo cop; e p; le proposizioni componenti, possiamo indicare pgdnp, la
proposizione composta. La proposizidise Mario ieri € andato a Roma allora Mario ieri
non ha studiato’® composta daMario ieri € andato a Romaé "Matrio ieri non ha studiato”
(tramite implicazione). Una tale proposizione Sadicata con espressioni del tipp— p, se
con p; si € indicato"Mario ieri € andato a Roma¢ conp, "Mario ieri ha studiato” La
proposizione"7 non e primo"é considerata composta perche ottenuta (tramgeziene)
dalla proposizion€7 e primo" Se indichiamo com; la proposizione'7 € primo" allora
indicheremo com p; la proposizioné7 non e primo

Il primo compito del calcolo proposizionale é:
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esaminare come conoscendo i valori di verita dpli@posizioni atomiche componenti
una proposizione si possa determinare il valorgatita di tale proposizione.

Quella parte della logica che si occupa di unadalestione prende il nome sikmanticaPer
renderci conto di come cio sia possibile osserviahe

- la proposizioné7 e primo e 7 € maggiore di ®'vera perché tutte e due le componenti sono
vere;

- la proposizioné€o 347 e pari oppure 347+1 é paré€' vera perché una delle sue componenti
e vera,;

- se sappiamo ch@ario ieri € andato a Romaé vero ma sappiamo anche ¢Mario ieri

ha studiato"é vera, allora la proposiziorise Mario ieri € andato a Roma allora Mario ieri
non ha studiato'tisulta falsa

- la proposizion€7 non e primo'e falsa perch&7 é primo"é vera.

Si noti che non € invece compito del calcolo pragosale (e piu in generale della logica
matematica) stabilire se e perché le proposizibmingche sono vere o false. Ad esempio
stabilire la verita 0 meno della proposizione ataniMario ieri € andato a Roma" o di
"2+3=7",

Il secondo problema di cui si occupa il calcologmsizionale é:

esaminare come dalla verita di alcune asserzioron(mecessariamente atomiche) sia
possibile derivare la verita di altre asserzioni.

La parte della logica che si occupa di una talestiee prende il nome deoria della
dimostrazioneAd esempio se si & assolutamente sicuri che

"se Mario ieri € andato a Roma allora Mario ieri mda studiato’e si viene a sapere che é
vero che"Mario ieri € andato a Romaallora si puo concludere ch#ario ieri non ha
studiato”.

2. Il linguaggio del calcolo proposizionale

Per definire il linguaggio del calcolo proposizitenaonsideriamo un alfabefocostituito da:
- un insieme/p = {py, P2, ..., Pn,-..} | CUI elementi sono chiamatariabili proposizionali

- i simboli[J, [, = chiamati rispettivamenisongiunzionedisgiunziones negazione

-1 due simboli ( e ) chiamatarentesi

I simboli [J, [J, = vengono anche chiamabnnettivi logici

Definizione 1. Il linguaggio A del calcolo proposizionale é il linguaggio prodotialla
grammaticas = (V,A,P, prop) in cuiV = {prop} e P € l'insieme delle produzioni:

prop — p1 ; prop - p2 ;

prop — (prop)Xprop) ;

prop - (prop)t(prop) ;

prop — = (prop).

Chiamiamaproposizionio anchdormule ben formate formulele parole in\.

Esempio. La parola € (ps))d(p2) € una proposizione poiché si puo ottenere tranaite
seguente derivazione

prop, (prop)(prop), (=(prop))t(prop), (=(prop))(pz2), (P4))P2).

Esercizio. Trovare una derivazione che permetta di derilaproposizioni
= (=(P2), = (P2 = (ps)))s (P1LIP2) (= (p2))-
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Le variabili proposizionali vengono anche chiamaposizione atomichementre le
proposizioni che non sono atomiche vengono chias@tgosteAd esempiq;, P4 € Ps SONO
proposizioni atomiche mentre(ps), (P4)(P2) € (P4)[(p2) SONO proposizioni composte.

Come avviene nell'aritmetica, I'uso delle parentesnecessario per evitare ambiguita di
interpretazione. Ad esempio l'espressiong[p, potrebbe essere interpretata come
(= (p1))Xp2) oppure com ((p1)d(p2)). Tuttavia spesso si applicano alcune ovvie regur
ridurre il numero di parentesi quando il signifcakelle proposizioni risulti chiaro.

Nomenclatura. Alcune delle formule prendono nomi particolari. ésempio:

- chiamiamdetteralepositivoogni variabile proposizionale

- chiamiamdetterale negativda negazione di variabile proposizionale,

- diremo che una formula e flerma normale disgiuntivae e disgiunzione di formule
ognuna delle quali € congiunzione di letterali.

- chiamiamaclausolaogni formula che sia disgiunzione di letterali.

- diciamo che una formula é fiorma normale congiuntivae € una congiunzione di
clausole.

Esempi. Le formule p;, ps sono letterali positivi, le formulap;, = pz sono letterali negativi.
La formula ©@i[Fp)d(pslp2) € in forma normale disgiuntiva mentre la
formula (= (p10-p2))0dps non lo é. La formulg; - ps0 ps[p. € una clausola. La formula
(p1[F ps)d(psp2) € in forma normale congiuntiva. La formula (- ps)((psCip2) € in forma
normale disgiuntiva.

Nota: linguaggio e metalinguaggio.Quando parliamo di un linguaggio formale siamo
costretti ad usare a nostra volta un linguaggi@rmble (ad esempio la lingua italiana
utilizzata in questi appunti). Per evitare confasichiameremolinguaggio oggettoil
linguaggio formale di cui vogliamo parlare neetalinguaggioil linguaggio utilizzato per
parlarne. Un fenomeno simile avviene quando studintingua inglese (linguaggio oggetto)
utilizzando la lingua italiana (metalinguaggio). Umsegnante di italiano usa un
metalinguaggio (la lingua italiana) per studiareaumgua (ancora la lingua italiana). In
questo caso linguaggio e metalinguaggio coincidedoa volte si usano le virgolette per
riferirsi al linguaggio oggetto. Ad esempio si seria la parola "italiano" & scritta in italiano.
La distinzione tra linguaggio e metalinguaggio &dae della distinzione fondamentale tra matematica
e metamatematica. La metamatematica € la teorienmagica che ha come compito quello di studiare
... la matematica. Coincide con la logica materaati¢ediamo ad esempio tale distinzione in una
lettera di Hilbert:

(Da una lettera di Hilbert a Frege del 1923)dea fondamentale della mia teoria della
dimostrazione € la seguente: Tutto cid0 che costituila matematica nel senso comunemente
accettato del termine viene formalizzato rigorosatege pertanto la matematica propriamente
detta, 0 matematica nel senso piu ristretto, di@emto ‘stock’ di formule. . .

Oltre alla matematica propriamente detta, formadizzin questo modo, c'e, per cosi dire, una
nuova matematica, una metamatematica, che sergadafe la prima su basi sicure. In essa, in
contrasto con i modi di inferenza puramente fornagila matematica propriamente detta, ci si
serve di tipi di inferenza che tengono conto dejjtanento su cui vertono, sebbene soltanto per
stabilire la non-contraddittorieta degli assiomi.eMa metamatematica si opera con le
dimostrazioni della matematica propriamente detfae costituiscono esse stesse I'oggetto delle
inferenze che tengono conto dell’argomento su ewiono. In questo modo, lo sviluppo della
scienza complessiva della matematica viene ottametdiante un continuo scambio, che e di due
tipi: da una parte, I'acquisizione di nuove formulerivabili dagli assiomi mediante l'inferenza
formale, dall’altra, 'aggiunta di nuovi assiomi pallelamente alla dimostrazione della loro non-
contraddittorieta mediante inferenze che tengont@adell’argomento su cui vertono.

Gli assiomi e le proposizioni derivabili, cioé lerfule, che nascono in questo processo di
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scambio sono rappresentazioni dei pensieri cheitaistono i procedimenti usuali della
matematica quali sono stati finora concepiti, manrgmno essi stessi verita in senso assoluto.
Sono piuttosto le informazioni fornite dalla miaot@ della dimostrazione riguardo alla
derivabilita e alla non-contraddittorieta che dewwessere considerate verita assolute.

3. La semantica del calcolo proposizionale

Come abbiamo gia detto, con il termine semanticannde quella parte del calcolo
proposizionale che si occupa di come una assegmazid valori di verita alle formule
atomiche determini una assegnazione di valori ditdvaalle formula composte. Le regole
secondo cui ci0 accade sono date dalla segueniwizitgie. Nel seguito ci riferiremo
all'algebra di Boole ({0,1}min, max[, 0,1)

dovele definita ponendalx) = 1.

Definizione 1.Prende il nome dvalutazione delle variabili proposizionadgni funzionev :
Vp - {0,1} cioé ogni funzione che assegna ad ogni valBaproposizionale un valore di
verita. Chiamiamaovalutazione delle formule associatavdlestensione : A - {0,1} di v ad
N\ definita per ricorsione sulla complessita dellerfole dalle seguenti equazioni

V(@A) =min{v(a)v(B)} ; v((@B))=max{v(a) (B} ; V(=(a)) =Dv(a).

Ad esempio s& assegna gy e p; rispettivamente i valori O ed 1, allora

V(1= p2) = min{v(pa), V(= p2)} = min{v(pa), Lv(p2)} = min{0,0} = 0.

V(P2lXpal p2)) = max v(pz), V(pa- p2)}= max1,0} = 1.

In realta per valutare una formula é sufficientéutaae solo le variabili proposizionali che
compaiono nella formula. Pertanto seé una qualunque formula e supponiamo che le
variabili proposizionali dia siano trapi,...pn, allora ogni elemento di {0,1} cioé ogni
ennupla di valori di verita, si puo interpretaren@una distribuzione di valori di verita su tali
variabili e quindi determina un valore di veritar ge In altre parole la formula determina
una funziond, di {0,1}" in {0,1} che prende il nome davola di veritadi a. Una definizione
rigorosa dit, puo essere fatta per ricorsione sulla compledsita

Definizione 2.Per ogni formulaa le cui variabili proposizionali sono comprese pia.. pn
chiamiamoatavola di veritaassociata ad la funzionet,:{0,1}" - {0,1} definita per ricorsione
sulla complessita dr tramite le equazioni

to(X1,...Xn) =X Sea=p

torg(Xe,... Xn) = MIN{ta(Xa,... Xn),ta(Xa, ... Xn)}

torg(Xe, ... Xn) = MaX ta(Xe,... Xn) ta(Xe,... Xn)}

to(Xe,... Xn) = Oa(Xe, ... Xn)-

Ad esempio ser é la formula- (p1.[+p,) allora
b (p10-p2) (X1, X2) = Ltparpo(Xe,X2) = 1-min{ tpu(Xa, %) b pa(Xa, X2)}
= Imin{ Xy, tpo(X1,X2)} = 1-min{ X, 1-X%2)}.
Una tavola di verita € una funzione il cui domiegidinito e quindi puo essere rappresentata
tramite una tabella in cui ogni riga & determindéaun elemento di {0,I}e dalla relativa
immagine. Le tavole di verita delle formuelp, e p;p, sono rappresentate da
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P1 97) P12 P1 97) p1Lio2
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0

Una tavola di verita per una formula piu complesgh,esempio- (p:[-p2))Cp;, Si ottiene
costruendo man mano le tavole di verita delle stteformule al modo seguente:

P1 P2 |=p2  |pihpe (P p2) = (p1-p2) Loy
1 1 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0

Esercizio. Scrivere le tavole di verita delle formule pi(=py), (= p0=p2)d (P10 p3).

Implicazione ed equivalenza.Esistono altri due connettivi logici molto usdtimplicazione

- e l'equivalenza logica- . A questi due connettivi vengono associate le seguavole di
verita.

p1 p2 P1—> P2 P1 87) P1e P2
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

La prima tavola di verita dice che esiste un sa@eocin cui una implicazione pud essere
considerata falsa, quando I'antecedemt@ vero ed il conseguenfe e falso (seconda riga
della tavola di verita). Per giustificare una tedelta, consideriamo una frase del tipo

SE piove ALLORA la temperatura € bassa.

Se voglio confutare questa regola devo citare atmean caso in cui pur piovendo
(antecedente vero) € falso che la temperaturaasisablconseguente falso).

Pertanto esiste un solo modo per mostrare chemphcazionep;—~ p, sia falsa: mostrando
chep; é vera g, ¢ falsa.

E' da notare che, nonostante il fatto che si asptessione "implica", affermare- £ non
significa volere indicare che esiste una qualchenéodi ragionamento capace di dedfréa
a e non significa che esista un legame di signifidad a e 5. Ad esempio la formula
(2+2=4)-(la neve e bianca) viene considerata vera, in @uaobincidente con
(= (2+2=4)Y(la neve e bianca). Ma anche la formula (2+2=5fla neve € bianca) e vera.

Infatti risulta vera ogni implicazione il cui antstente sia faldo

! In proposito esiste il seguente aneddoto dellaaaténticita non sono sicurbn tal e chi ese
al fanpso logico e filosofo Bertrand Russell : E' vero che partendo
da premesse false si puo dimostrare qualunque cosa?
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Per quanto riguarda la seconda tavola di verita dg® che una equivalenza € vera solo se le
due asserzioni hanno lo stesso valore di verita.

Definizione 3. Due proposizionia e 5 sono dettdogicamente equivalense assumono gli
stessi valori di verita per ogni assegnazione thrvai verita delle proposizioni componenti
(cioe se determinano la stessa tavola di veritdgle caso scriveremm=4.

Sostanzialmente due formule logicamente equivaliintino la stessa cosa in modo diverso.
Ad esempio le formule;p, e poLp; pur essendo diverse (perché scritte diversamesuah

logicamente equivalenti. Osserviamo che la formata Sé logicamente equivalente alla

formula ¢ a)B e chea - S e logicamente equivalente a- S)(5- @) e quindi a
(-a)OR)((-pUa). Cio suggerisce che € possibile limitarsi ai smwnnettivi [, [, = e

considerare una espressione del tgpe £ come un modo breve per indicare la formula

(- a)B e una espressione del tigo~ S come un modo breve per indicare la formula ((-
a)UP)(-Ha). Questa scelta e preferibile visto i problemirderpretazione che manifesta
il connettivo— . Se si procede in questo modo i simbelie ~ non appartengono all'alfabeto
del calcolo proposizionale (linguaggio oggetto) ahaostro alfabeto (metalinguaggio) di cui
ci serviamo per poter parlare di particolari formul Due tautologie sono sempre logicamente
equivalenti poiché hanno entrambe la tavola ditaedostantemente uguale ad 1. Due
contraddizioni sono logicamente equivalenti poidienno entrambe la tavola di verita
costantemente uguale a 0.

Definizione 4. Una tautologia (una contraddiziong € una proposizione che risulta vera
(rispettivamente falsa) qualunque siano i valonelita delle proposizioni componenti.

E’ facile verificare che la formulg;[p; € una tautologia (questo fatto viene chiamato
principio del terzo esclugolLa formulap;[p; € una contraddizione (cio viene chiamato
principio di non contraddizione

Problema. Dimostrare che:
- a e logicamente equivalentefese e solo s&r — [ € una tautologia.
- tutte le tautologie sono equivalenti tra loro
- tutte le contraddizioni sono equivalenti treolor
- sea € una tautologia alloraa € una contraddizione e viceversa
- sea e sono due tautologie allow ]S € una tautologia,

E Russell rispose:

- Certo!

- Lei sarebbe capace di dimostrare che2se 1 allora lei e il Papa?
Bertrand Russell ci penso un po' su poi chiese:

- Secondo lei, io ed il Papa quanti siamo?

- Due.

- Ma siccome = 1 allora io e il Papa siamd. Percio io sono il Papa !

Sono possibili anche variazioni di questo tipo dgionamento. Ad esempio se partiamo da una
qualunque eguaglianza sbagliata, ad esempim, con fi # m), allora

n=m = n/(m-N=m/(m-N) = n/f(m-n +1=n/(m-N+1=1=m/(m-n-n/(m-n+1
= 1=2= iosonoil Papa.
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- seqa e una tautologia @ - £ € una tautologia allord & una tautologia.

Nota. Per come abbiamo data la definizione di tavolaedita associata ad una proposizione
abbiamo che la formulapf)(ip,) determina una funzione (costante rispetto allangr
variabile) definita in {0,1§ anche s@; non compare esplicitamente. Una situazione sisiile
manifesta quando si definisce il concetto di patimm e di funzione polinomiale associata ad
un polinomio. Il polinomio Zxs)*+5(x,)*+7 ad esempio determina una funzioneRdin R
anche se la variabile non compare esplicitamente. D'altra parte possisnpporre che ad
2[(%s)*+5(x)*+7 sia aggiunto il monomio 0B. Nel caso della proposizionas(py)
possiamo sempre supporre che sia presente il "miof@ai-p; e quindi sostituire ad essa la
proposizione logicamente equivalentgs)(J(p2))(p:-p1). Per lo stesso motivo alla
proposizione [§:)(p,) pud essere associata anche una funzione di 40rL)0,1}. Basta
identificare tale proposizione con la formulgsf(J(p2)) (pi p1)(psll=ps). Nel seguito
quando dovremo descrivere una tavola di veritandi formula metteremo solo le colonne da
cui dipendono effettivamente i valori della formula

Esercizio. Dimostrare che{ps)((ps)d(p2)) € logicamente equivalente agy) (py).
Esercizio.Le formule G ps)(—=ps) € Gp)(—p2) sono logicamente equivalenti?

La seguente proposizione, la cui dimostrazioneséidéa per esercizio, elenca una serie di
equivalenze logiche fondamentali.

Proposizione 5.Valgono le seguenti equivalenze logiche:

a) alpB=fla ; of=L0a (proprieta commutativa)

b) (edp)Oy= ald(fy ; (adB)Oy= all(f)) (proprieta associativa die di[)
c) y(atp) = (Wa)(yh) ; yatp) = (Wa)U(yp) (distributivita)

d aola=a ; alda=a (idempotenza)

e) alk a é una tautologia (legge del terzo escluso)

f) ok a e una contraddizione (principio di non contiadhe).
g)-(adBf =)~ p (legge di De Morgan)
h)-(adp) = (-a)(- P (legge di De Morgan)

) ~(=(@))=a (legge della doppia negazione).

La dimostrazione della seguente proposizione siti@me

Proposizione 6. Sea é una sottoformula ¥, a=a’ e 8 si ottiene dg3 sostituendo al posto
di ala formulad allorag= .

Ad esempio s&’ e la formulap;[(—= (= py)), a la formula-(=(p.)) ed & la formulap, allora
essendo (- (p2)) = p2 risultap: (= (= p2)) = p10p2.
Le equivalenze provate consentono di sviluppareaua e proprio calcolo delle proposizioni.
Ad esempio
~(ath (B a)) == al(~ (=1 a)) = - al(- (= (B)) A~ (- a))) = -~ al(fa)
=(-aJp)0(- alla) = -~ allp.

4. Il teorema di completezza funzionale: e inutileggiungere nuovi connettivi

Abbiamo visto che ogni proposizione determina wavala di verita e quindi una funzione di
{0,1}"in {0,1}. Viceversa, ogni funzione di {0,1}-{0,1} puo essere ottenuta come tavola di
verita di una opportuna proposizione come mosteeguente teorema noto sotto il nome di
teorema di completezza funzionale



pag. 56 Cap 4: IL CALCOLO PROPOSIZIONALE

Teorema 1 (Teorema di completezza funzionalePata una funzioné : {0,1}" - {0,1}
esiste una formula in forma normale disgiuntiva kshecome tavola di verita.

Dim. Cominciamo con un esempio e consideriamo la tad| p, P2
verita t che assume solo il valore 0. Allora una qualungue 1 0
contraddizione e una formula che theome tavola di verita. Ad1 0 0
esempio possiamo considerare la formpda-p; (interpretatal o 1 0
come funzione di due variabili) o la formua (- p) (p2lp2). [0 0 0
P1 P2 Consideriamo una tavola di verita che assume insotaariga il valore
1 1 0 1, ad esempio nella seconda riga: allora € evidehéequesta € la
1 0 1 tavola di verita dellgi[(;-p,. Tale formula si ottiene congiungendo |l
0 1 0 letterale positivg; (in quanto il valore dp; nella terza riga € 1) con il
0 0 0 letterale negativerp, (in quanto il valore dp, nella terza riga e 0).

Consideriamo ora una tavola in cui viene assunt® vhlte il valore 1, ad esempio nella
seconda e nella quarta riga: allora basta conseléaaformula ;[ p2)[({—~pi[Hp2) che si
ottiene come disgiunzione della formykat p, (ottenuta P D2
guardando la seconda riga) con la formup [ p;
(ottenuta guardando la quarta riga).

Piu in generale:

- se nella tavola di verita compaiohovalori uguali ad 1
allora la formula cercata sara la disgiunzione hd
formule, una per ogni riga in cui compare 1.

Una dimostrazione piu rigorosa € la seguente. deliamo per induzione sul numero di
volte m in cui t assume il valore 1. Sem = 0 allora la contraddizione
(p:(=po)) ... (pn (= pn)) hat come tavola di verita. Qgt) = 1, dettoa = (ay,...a,)0 {0,1}"
l'unico elemento tale chiéa) = 1,t sara la tavola di verita della formutall...Oar, dovea; = p;
sea=1ea =-p sea=0.

Siam> 1 e supponiamo che il teorema sia vero permenom-1. Detto alloraa un elemento
in {0,1}" tale chet(a) = 1 definiamo la tavola di verita ponenda;(X) = t(x) sex # a ety(X)
= 0 sex = a. Indichiamo poi con;, la tavola di verita che assume valore 1 sola.iRoichét;
ham-1 presenze di 1, per ipotesi di induzione esistefarmulaa; la cui tavola di verita &.
Poichét, ha solo una presenza di 1, abbiamo gia provatoesise una formular, la cui
tavola di verita d,. Osservando chégx) = maxt;(x), t2(X)}, possiamo concludere chee la
tavola di verita della formula in forma normalegiistiva a;Cae. O

OOk
O O|F
RO O

Un modo equivalente di formulare il teorema di ctetgrza funzionale € il seguente.

Corollario 2. E’ inutile aggiungere nuovi connettivi al calcglooposizionale in quanto ogni
nuovo connettivo puo essere sempre definito tramite -.

Ad esempio supponiamo di volere aggiungere un dtimael, che chiamiamaut-aut il cui
significato e chellq vale solo quando vale oppure quando valg ma non quando valgono
entrambi. Allora la tavola di verita di tale continai sarebbe la seguente. Ora se applichiamo
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il teorema di completezza funzionale a tale tawtaniamo la

formula @:-p2)0(-p:0p2) che si ottiene come disgiunzionBL | P2 plq
della formulap, (- p. (ottenuta guardando la seconda riga) coplla | 1 0
formula-p;0p, (ottenuta guardando la terza riga). Ne segue dhe |0 1
quanto affermato dalla formulpllq e equivalente a quan 1 1
affermato dalla formula p{(1-p,)0(=p:0p2). In altre parole il 0 0 0

nuovo connettivo logic@l non aumenta la capacita espressiva del mio lirgjaag

Corollario 3. Ogni formula e logicamente equivalente ad una fdamn forma normale
disgiuntiva.

Dim. Sia a una formula e sid, la sua tavola di verita. Seguendo il procedimedta
proposizione precedente si costruisca allora urmauta S che abbid, come tavola di verita.
Allora S e una formula in forma normale disgiuntiva logiesme equivalente ad. 0

Ad esempio, consideriamo la formudp; [ p,))Op, di cui abbiamo gia calcolato la tavola di
veritat. In tale tavola compare 1 nella prima, secondaztriga. Allora in base al teorema di
completezza funzionale, la formulp[(ip2) L{plHp2) (-~ p1lip2) hat come tavola di verita.
Poiché la tavola di verita di-(pi[hp2))0p1 coincide con quella della formula
(p10p2) (p1 [+ p2) (= p1[p2), le due formula sono logicamente equivalenti.

Abbiamo visto che ogni formula puo essere scrittforma normale disgiuntiva, cioé come
disgiunzione di formule che a loro volta sono congioni di letterali. E' possibile trovare un
altro tipo di forma normale.

Proposizione 4.0gni formula e equivalente ad una formula in fornmamale congiuntiva,
cioé ad una congiunzione di clausole.

Dim. Per prima cosa proviamo che la negata di una flarfuscritta in forma normale
disgiuntiva e equivalente ad una formula scrittédarma normale congiuntiva e viceversa.
Infatti, sia 8 una formula in cui compaiono le variabili propasiali py,...pn € supponiamo
che sia scritta in forma normale disgiunt@4”C...08'™ conB' uguale ad una congiunzione
di letterali @, 00...0c,. Allora risulta che

=B ==(8V0.08") = (- A V)00 8"

—lﬂl = —l(dlﬂ..an) = (- dl)D...D(—l dn)
e pertanto, tenento conto che al posto di una flarrdel tipo-(-(pi)) € possibile porre
direttamentey;, = 5 e equivalente ad una clausola. In conclusiogeé equivalente ad una
congiunzione di clausole.
Sia a una formula e sig@ una formula in forma normale disgiuntiva equivéden- a.
Allora per quanto detto sopra la formud-(a)) € equivalente ad una formula in forma
normale congiuntiva. Poich#e equivalente a(—(a)) la proposizione € provata. [

D'altra parte

5. Sistemi di riscrittura per la forma normale disguntiva

Data una formular vogliamo trovare una formula che sia particolarraesgmplice e che
sia logicamente equivalente ad Possiamo allora applicare 'idea di sistema skiritura
che abbiamo considerato nel capitolo precedentes@usignifica che una data formula
deve essere ‘“riscritta” secondo certe regole infonaula equivalente (che si ritiene piu
semplice) e che poi la formula ottenuta debba egssgritta ancora e cosi via. Ci si ferma



pag. 58 Cap 4: IL CALCOLO PROPOSIZIONALE

se si e pervenuti ad una formula che non puo epsgrescritta (cioé semplificata) o che si
considera per qualche motivo sufficientemente sempln termini di “gioco” si tratta di
considerare un gioco in cui le regole ammesse fgrmassare da una formula ad una
formula equivalente e le formule “vincenti” (rideta forma normale) sono un insieme di
Goal di formule che si considerano per qualche motifbgentemente semplici.

Cominciamo con la riduzione ad una forma normalecui Goal € I'insieme delle
formule in cui la negazione compare solo applieatariabili proposizionali.

Proposizione 5.1 Esiste un sistema di riscrittura che permettadiirre ogni formula del
calcolo proposizionale in una formula equivalemteui la negazione compare solo davanti
alle variabili proposizionali.

Dim. Basta "spingere all'interno” la negazione utilimda le leggi di De Morgan e la legge
di doppia negazione. Piu precisamente, considerieonte insiemes di stati l'insieme di
tutte le formule. Consideriamo poi le tre seguesgole - 1, »2, -3 :

1. ogni sottoformula del tipe (aJB) pud essere sostituita cona) (- H)

2. ogni sottoformula del tipe (alJf) pud essere sostituita cona) (- H)

3. ogni sottoformula del tipe (- (a)) puo essere sostituita con

Queste regole permettono di passare da una foratulan'altra logicamente equivalente
che in un certo senso € “piu vicina” all'obbiettivda raggiungere (in questo caso
I'obbiettivo e ottenere una formula in cui la neigae € applicata alle sole formule
atomiche). Si ottiene la forma normale quando ngossibile applicare nessuna di queste
regole e questo avviene quandocompare solo davanti alle variabili proposizionali
Naturalmente bisognerebbe provare che non esistateme infinite in questo sistema di

riduzione. O

Ad esempio la formulan (p1(p2l- ps)) pud essere trasformata al modo seguente
(PPl ps)) -1 Pl (Peps) -2 wpi (=Pl -ps) -3 i (= p2Llios)

Un sistema di riscrittura piu interessante in Gogl e costituito dall’insieme delle formule

in forma normale disgiuntiva.

Proposizione 5.2 Esiste un sistema di riscrittura che permette dlirre ogni formulan
una formula logicamente equivalente in forma noenti$giuntiva.

Dim. In altre parole vogliamo trasformare una formala una formulgGin modo che

- in Bla negazione operi solo sulle variabili proposizion

- B sia disgiunzione di formule ciascuna delle quah gontiene la disgiunzione.

La prima cosa che possiamo fare e:

1. Tramite la procedura della proposizione 5.1ifa0o in modo che la negazione compaia
solo avanti alle variabili proposizionali.

Successivamente ci serviamo delle equivalenzehegic

(abB)0y= (aUp(Bl)) e ya = ally

cioe della proprieta distributiva dil rispetto all e della proprieta commutativa. Piu
precisamente applichiamo il seguente sistema dieedj riscrittura:

4. ogni sottoformula del tipgflalJf) puo essere sostituita con una formula del tipo
Vaemgas)

5. ogni sottoformula del tipgla puo essere sostituita con una formula del tipgy

Si noti che una formula aventevolte il connettivoll a cui si applicata l'istruzione 4 si
spezza nella disgiunzione di due formule in cebihnettivoll comparen-1 volte.E' chiaro
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allora che dopo un numero finito di passi la no&trenula sara ridotta alla formall...(0p,
con u,...,)n formule non contenenti e quindi sara ridotta in forma normale disgiuntiva’]

Esempio 1.Consideriamo la formula (p10((p2Cip1) Ops)). Allora possiamo cominciare con
il trasformarla in una formula logicamente equivédein cui la negazione si applica solo a
variabili proposizionali. Si procede al modo segaen
= (P (P20p1) Lp3)) — 1 = Pal= ((P2lipe) Ups)) - 2 = pal(= (p2Lip1) - pa)
-1 7 PilX(= P2l pa) L o).

Successivamente possiamo operare sulla formulbamse— p, (- p2L p1)[H ps) tramite
la regola 4 al modo seguente
= Pi(= P2l PR ps) — 4 (= Pal (= P2l pa)) E(= Pl pg)
Pertanto forma normale disgiuntiva-dipi[((p2p1) Ops)) €
(= PLL(= p2l3= p)) (= P2 pg).

Un sistema di riscrittura migliore potrebbe utibze anche altre regole, come ad
esempio la regola di assorbimento e la regolasti@ativita pef.

6. ogni sottoformula de tipoCla puo essere sostituita can
7. ogni formula del tip@J(fJ)) puo essere sostituita com (5)y .

In tale caso potremmo proseguire nella trasfornmezponendo

(= p2(= p2l= p1)) (= p1LHp3)
= 5 (= p210(= P10 p2)) (= p1L- ps)

= 7 (= PO+ p1) = p2)) (= pr p3)
— 6 (7 P10~ p2) (= pad- ps).

Esempio 2.Consideriamo la formula (p1[((p2p1)ps)) e trasformiamola in una formula
in cui la negazione si applica solo a variabiligmsizionali al modo seguente (questa volta,
per brevita, non specifichiamo la regola adottata):
= (P2L(P2Lp1) ) — =Pl ((P2lp) ) — = palX= (P2lpa) U= ps)

- = P((= P2l pr) U ps) » = pal((= pal= psg) (= pa L= p3)).
Pertanto la forma normale disgiuntiva-dip: [ (p20p1) Ops)) € = p10(= p2l ps) (= pi = ps).

Non é difficile definire anche un sistema per tugione in forma normale congiuntiva.

6. Il metodo dei tableaux semantici: un esempio dhtelligenza artificiale.

Uno dei metodi piu efficienti per verificare cheauformula € una tautologia € il metodo dei
Tableaux semantici. Tale metodo esistema di confutazion€io significa che per provare
che una formular € una tautologia si suppone che tale formulaasafe si vede che questa
ipotesi conduce ad una contraddizione. Per intredtale metodo esaminiamo come un
matematico procederebbe per provare “per assutdolina formula € sempre vera. Facciamo
un esempio e riferiamoci alla formysalg - (- (- q)).

Ragionamento informale: Se pllg- (- (—q)) fosse falsa allorpllq sarebbe vera e (~q))
falsa. Ma allora da un lato sarebbero yereq, dall'altro—q sarebbe vera e quindifalsa. In
definitiva si arriva all'assurdo per cgidovrebbe essere sia vera che falsa allo stesgmtem
L'assurdo cui siamo pervenuti prova gié - (= (=q)) non pud mai essere falsa e che quindi
tale formula e una tautologia.
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Espressione sinteticaPossiamo esprimere tale argomentazione in marirgetisa tramite |l
seguente schema dove usiamo la paFataper denotare che e falsa e la parolda per
denotare che la formulaé vera.
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1. F ptig-(=(~q) (supponiamelig - (~(~q)) falsa)
2. V plEb| (alloralig € vera)

3. F (l—- (=q)) (e~ (—0) é falsa)

4. \l/ p (ma allora da 2 segue cpe vera)

5. lV q (e che anchg e vera)

6. \j—-q (inoltre da 3 segue cheq e vera)

7. lF q (e quindi chey € falsa)

x  (ma5 e 7 sono in contraddizione tra lorondué assurdo supporre che
pg - (= (-0q)) possa essere falsa )

Da notare che abbiamo usato il simbslper dire che si & giunti ad una contraddizione ed
abbiamo evidenziato in grassetto le due asserzoonmitraddittorie. Tale schema € un
particolare grafo (si veda le definizioni di grafata nel Capitolo 2) chiama#tbero.

Un altro esempio, ragionamento informalePer fare un altro esempio, proviamo a
dimostrare che la formulal(’-g)[(gq- q) € una tautologia e supponiamo quindi, per assurdo
che sia falsa. Allora o sarebbe falgaH q) oppure sarebbe falsp q. Pertanto o sarebbero
falseq e =g e quindi falsag e veraq oppure sarebbe verpe falsaq. Entrambi i casi sono
assurdi e quindi possiamo concludere ahié-@)(g- g) € una tautologia.

Espressione sinteticaEsprimiamo sinteticamente queste argomentaziamite il seguente
albero:

1. F(3-gXg-q) (supponiamo cheg(-q)llg-q) siafalsa)

2a. F(q(~q) 2b F(g-Qq) (allora due sono i casi, o € falsgalq) o e falsad-q) )
! l

3a Fq 3b Vg (nel primocaso... (nelsecondo caso ...
l l

4a F-q 4b Fq
l X

5aVq

X

La formalizzazione: L'intelligenza artificiale si preoccupa di formatare e di meccanizzare
le varie forme del ragionamento umano. In partie|@ssiamo formalizzare e meccanizzare
le dimostrazioni per assurdo che abbbiamo ora &spbill'esprimere sinteticamente tali
dimostrazioni abbiamo costruito deglberi?, in cui nei nodi sono state messe délenule
segnatecioe delle formule precedute dalla lettd&fao dalla lettera-. Tali alberi vengono

2 Per la nomenclatura sui grafici si veda il paragtatiel capitolo 2.
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chiamatitableau Diciamo che la formula segndta vale se gassume il valore di verita 0,
diciamo che la formula segnatag valesegassume il valore di verita 1.

L’insieme delle formule segnate viene suddivisalue classi: le formule proposizionali di
tipo congiuntivoe quelle dtipo disgiuntivo

Sono di_tipo congiuntivo

V (@Cx) che vale se e solo se valgono simultaneamégte V ¥,
F (@) che vale se e solo se valgono simultaneantege F ¥,
F ¢ - X che vale se e solo se valgono simultaneamégte F ¥,

Sono di_tipo disgiuntivo

F (@) che vale se e solo se risult@ oppureF ¥ .
V (@) che vale se e solo se risult@ oppureV ¥ .
V @ - X che vale se e solo se risult@ oppureV x .
Osserviamo poi che

V- @vale se e solo de @

F-@vale se e solo sé@

Queste regole riconducono la verita di una formsdgnata alla verita di due sottoformule
segnate o di una sottoformula segnata. Da nota&re ch

- in una regola disgiuntiv@a e vera se e solo se o e v8ra; oppure € ver&a;

- in una regola congiuntiv&a € vera se e solo se € veraSia; cheS;a..

Regole di espansioneAd ogni formula segnat8a viene assegnata una regola di espansione
per la costruzione di un tableau. Per quelle di tiggiuntivo la regola consiste nell'espandere
una fogliax che segu&a in due foglieS,an Sa» entrambesuccessive ad. Per le regole di
tipo congiuntivo la regola consiste invece nell@sfere una foglix che segué&a in due
foglie S a1 edSa, conS a; successivo aded S;a, successivo & a;.

Regola disgiuntiva Regola congiuntiva
Sa Sa

X x
7\ |
S m Sm S

|

S

Per costruire un tableau si parte da una formujaaa ed a seconda dei casi si applica una
regola disgiuntiva od una regola congiuntiva. Sess@mente data una foglia possiamo
prolungare il tableau partendo dalla formula diidgglia ed applicando I'opportuna regola di
espansione.

Definizione 1 La nozione di tableau e definita tramite le seguegole:
(T-1) una formula segnata € un tableau (che stedd un solo punto)
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(T-2) seT € un tableauSa € un nodo diT, allora si puo costruire un nuovo tableau T’
estendendo ogni foglia che e successiv8aih accordo con la regola di espansion&di

Ricordiamo che un ramo in un grafo & un percorsssinale.

Definizione 2 Due formule del tipdgge SpconS, #S, sono chiamateomplementariUn
ramo di un tableau € dettohiuso se contiene una coppia di formule complementari.
Diversamente e chiamatperta Un tableau éhiusose tutti i suoi rami sono chiusi. Per
indicare che un ramo é chiuso scriverexreptto la relativa foglia.

Per provare chep € una tautologia partiamo dag cioeé supponiamo che sia falsa.
Procediamo poi a costruire un tableau sempre @ndg applicando le regole di espansione.
Appena troviamo che un ramo € chiuso passiamo taugesaltri rami fino a quando non
riusciamo a chiudere tutti i rami ed ad ottenerealoheau chiuso la cui radicd-¢2

Definizione 3. (tableau dimostrabile) Una formulagéetableau dimostrabilgin simboli:" @
se esiste un tableau chiuso la cui radi€eze

Esempia Consideriamo la formulp- (q— p). Otteniamo il tableau
Fp-(Q-p).

Vp

Fg-p

Vq

Fp

X
Tale tableau e chiuso, quingli- (- p) € dimostrabile.

E’ possibile dimostrare il seguente teorema.

Teorema 4. (Teorema di completezzapiaguna formula. Allorage una tautologia se e
solo se esiste un tableau chiuso di raffigeln simboli:
< @ se e solo sep

Esempio.Costruiamo un tableau per la formula-$(Q)[{s- p)] - (pLIQ)

F [(s-a)(s-p)] - (pLi)
!

V{(s-a)ts-p)]
F (DEOD
v (si q) V(s-p)
Fl p lF p

! !
Fa FQ

YN N
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l
Fs Vg Fs Vp
X X
Questo tableau non e chiuso e quindib{()(s— p)] — (pLlg) non & una tautologia. | rami che
non chiudono ci dicono anche che ponepdalso,q falso eds falso otteniamo un caso in cui
la formula é falsa.

Esempio.Consideriamo la formulpg— pCq, avremo il tableau

F plig- pliq
|
V ptiq

In cui esistono due rami che non chiudono. Questirdmi dicono chpldg- plg puo essere
falsa o0 nel caso in cui € vapae falsag oppure nel caso in cui e vega falsap.

6. Un approccio algebrico alla semantica del calamlproposizionale.

Il calcolo proposizionale pud essere definito imieea piu elegante in termini di strutture
algebriche e di omomorfismi. Cominciamo con il ddesare l'insieme\ delle formule
come struttura algebrica.

Definizione 1. Chiamiamoalgebra libera delle formule del calcolo proposizade la
struttura algebricd = (A, O, O, =") il cui dominio e l'insieme\ delle formule del calcolo
proposizionale ed in cui

[0 e l'operazione che associa ad ogni coppiardidte a e S la formula @)C(0)

[0 é l'operazione che associa ad ogni coppiarditdte a e S la formula @)0(05)

-' e l'operazione che associa ad ogni fornaula formula- (a).

Si noti che tale struttura in un certo senso naifiga nessun tipo di equazione e da cio
nasce il terminélibera”. Ad esempio non vale la proprieta commutativa p@ia formula
(@)X P) e diversa dalla formulg@{[{(a), non vale la proprieta associativa poiché la fdem
(adp)0Oye diversa dalla formulal}(80)).

Proposizione 2.Le valutazioni del calcolo proposizionale coingidaon gli omomorfismi
di A nell'algebra di Boole2. Ne segue che, essendo linsiep delle variabili
proposizionale un sistema di generato\dogni funzione dpin {0,1} puo essere estesa
in modo univoco ad una valutazione

Dim. Basta ricordare che una valutazione e una funziahé\ in {0,1} tale che

vatp) =min{v(a)v(B)} ; v(alp) =max{v(a).v(h)} ; v(=a) =D(a). 0

Per introdurre l'equivalenza logica e l'algebraleddbrmule & conveniente cambiare
leggermente la definizione di tavola di verita éaataretavola di verita generalizzatana
qualunque funzioné :{0,1}"-{0,1}. Indichiamo conT linsieme delle tavole di verita
generalizzate, comy [0 T la funzione costantemente uguale a 0 e gofa funzione
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costantemente uguale ad 1. Allora chiamiaiyebra delle tavole di verita generalizdte
struttura T, 0, 0, O, to, t) tale che, per ogniet' 0T edx{0,1} ",

(t)(x) = min{t(x),t'(x)} ;

(t)(x) = max{ t(x),t'(x)} ;

(D) = 1-t(x).
Ad ogni formula a viene associata una tavola di verita generalizZaida) al modo
seguente.
Indichiamo conrg la funzioneproiezione i-esimacioe la funzione che associa ad ogni
elemento/{0,1} N il valorev(i). Allora poniamo:

Taupi) =5

Taallp) = min{ Ta a), TaVf)}

Taallp) =maX Taa), Tau H)}

Ta o) = 1-Tav a).
Chiamiamatavola di veritauna tavola di verita generalizzata che si ottiemm@e immagine
tramiteTavdi una formula. Si noti che in una tavola di veritaalori dipendono solo da un
numero finito di variabili. Da cio segue che petdeole di verita generalizzate non vale un
teorema di completezza funzionale. Infatti esisttanmle di veritd generalizzate che non
sono tavole di verita. Ad esempio, sid T la tavola definita ponendign) = 1 sen e pari e
t(n) = 0 sen e dispariAllora non esiste nessuna formula avdanteme tavola di verita.

Teorema 3.L'algebra delle tavole di verita & una algebr8alble. La corrisponenzaav :

A -T e un omomorfismo dell'algebra delle formule nkjédra delle tavole di verita
generalizzate. Il nucleo diav coincide con l'equivalenza logica la quale pedastuna
congruenza nell'algebra delle formule. Il quozieditA modulo= viene chiamatdalgebra

di Boole delle proposizione viene denotato coB. Tale quoziente e isomorfo alla
sottoalgebra delle tavole di verita.

Dim. Dato un insiemes sappiamo ché&l(S) e un algebra di Boole e che tale algebra di
Boole & isomorfa all'algebra {0,1Helle funzioni caratteristiche. In particolarenpadoS

= {0,1}" possiamo asserire che l'algebra delle funziorattenistiche generalizzate & una
algebra di Boole (isomorfar@a{0,1}"). O

Allora gli elementi diB sono classi complete d'equivalenza del tipo

[a] = {d 0N | @ é logicamente equivalente af}
inoltre in B sono definite tre operazioni (che corrispondonoaainettivi logici) tramite le
equazioni

[alUA=[ata ; [alUA=[ata ; Ual=[0a].

Infine esistono due particolari elementiBnl'insieme delle tautologie (che si indica con 1)
e l'insieme delle contraddizioni (che si indica €)n
Ovviamente
- Tav (o) coincide con l'insieme delle contraddizioni
- Tav'(ty) coincide con l'insieme delle tautologie.

Nota. L'approccio algebrico & utile se si vogliono saudi logiche diverse da quella
(classica) che stiamo considerando. Infatti basstitsire all'algebra di Bool® una
diversa struttura algebrica per ottenere altridipiogiche. Ad esempio possiamo sostituire
a2 la strutturad = ([0,1], [0, O, ) in cui le operazioni, (I sono il minimo, il massimo ed
1-x. Chiamiamo alloravalutazioneogni omomorfismo dA in U cioé ogni funzioner :

N -[0,1] tale che

v(allp) = min{v(a).v(B)} ; v(alp) =maxv(a), v(B)} ; v(-a)=Dv(a)
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In tale logica non vale né il principio del terascluso né il principio di non
contraddizione. Ad esempio se la valutaziometale che/(p;) = 0.5 allorav(-p1) = 1v(p1)
=1-0.5=0.5 e che quindi

V(p:[hpy) =minf0.5, 0.5} = 0.5 ; v(p:[p1) =max0.5, 0.5} = 0.5.

Il valore 1 si interpreta come vero, il valore heofalso e gli altri valori come diversi
livelli di validita. Per fare un esempio, pee l'affermazione "Tizio e alto", allora se Tizio
non €& né alto né basso allora e ragionevole déake affermazione valore di verita pari a
0.5. Daltra parte, non si puo dire che I'afferioiag

"Tizio é altoe non é alto"
che ha la strutturalh a, sia completamente falsa e non é possibile affermeaache che
I'affermazione
"Tizio e alto"oppure'Tizio non e alto”
sia completamente vera.

Problema. Vale la legge di doppia negazione?

Problema. (difficile) Dimostrare che nella logica sopra daétfa non esistono tautologie e
non esistono contraddizioni.
Problema. (difficile) Esiste un teorema di completezza fionale per tale logica?

Nota 2. Un altro tipo di logica si ottiene considerandoinsiemeS e l'algebra di Boole
e, n, O, -, O, 9. Ad esempidS potrebbe essere un insieme di situazioni, inaltra
valutazionev potrebbe essere interpretata dicendowpg € I'insieme di situazioni in cui
sia risultata vera la proposiziopg OppureS potrebbe essere l'insieme delle citta della
terra ev(p;) linsieme delle citta in cui sia risultata veeagdroposiziong;. In tale caso il
fatto chev sia un omomorfismo significa ad esempio efel]f) = v(a)Ov(f), cioé che
l'insieme delle situazioni in cui € vemB e I'unione dell'insieme delle situazioni in cui
veraa con l'insieme delle situazioni in cui &€ vefaln tale caso "il vero" sara rappresentato
da S poiché dire che(a) = Svuol dire che in ogni situazione ¢ risultata vera. Invece "il
falso" € rappresentato da poiché dire che&(a) = [0 vuol dire che in nessuna situaziame

é risultata vera.

Problema. Dimostrare che - a € una tautologia e ch#- a € una contraddizione.

7. Logiche a piu valori di verita
La logica matematica € nata come strumento perwafendamento sicuro alla matematica
e, pertanto, ha focalizzato la propria attenziaulée Sorme di ragionamento dei matematici.
Tuttavia attualmente la logica ha ampliato notevmite i suoi scopi per diventare uno
strumento fondamentale per lintelligenza artifeiaQuesto ha fatto nascere l'esigenza di
formalizzare non solo il ragionamento matematicoamehe il modo di ragionare ed elaborare
informazioni nella vita quotidiana. In tale ambita@estringersi ai soli valori di verita 0 ed 1
sembra non essere piu sufficiente. Per illustraresituazione supponiamo che ci venga
richiesto di far un elenco dei numeri pari minaril@® ed uno di quelli non sono pari. Allora,
da buoni matematici, non esitiamo a dare come stspgli insiemi {2, 4, 6, 8, 10} e {1, 3, 5,
7, 9}, cioe gli insiemi
{n:"ne pari" ha valore di verita 1} e¥{: "n € pari" ha valore di verita 0}.

Supponiamo che ci viene richiesto un elenco dedlesgne giovani presenti negli uffici
dell'Universita. In questo caso dobbiamo un poerptetare tale richiesta ed ad esempio
decidere che "essere giovane" significa avere nagr&yY anni. Ancora una volta saremo in
grado di inviare i due elenchi richiesti

{x: "x & giovane'ha valore di verita 1},X : "x & giovane'ha valore di verita 0}.
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Questa operazione e perfettamente leggittima,viattaa qualche cosa di insoddisfacente in
guanto sembrerebbe piu giusto, nel trasmetteferfirazione richiesta, considerare un elenco
I casi incerti, e quindi considerare oltre i dugi@mi ora dati anche l'insieme
{x:xe pil 0 meno giovane}.

Cio suggerisce di introdurre un nuovo valore diteeil numero 1/2, e scrivere

{x: "x & giovane'ha valore di verita 1/2}.
In definitiva mentre non ha senso parlare di un enanthe € piu 0 meno pari, sembrerebbe
che tutte le volte che una proprieta si applicaggketti o persone della vita quotidiana, ci sia
la possibilita che tale proprieta non sia né piesraten verificata né pienamente non verificata.
Si pone poi il problema di definire il valore dirita di proposizione composte del tipo "Mario
e giovane e Carlo é alto" conoscendo il valore d@iita delle due componenti "Mario e
giovane" e "Carlo é alto". In altre parole dobbiaface corrispondere ad ogni connettivo
logico una operazione nell'insieme {0,1/2,1}. Aceegio possiamo interpretare i connettivi
0, Ocon il minimo ed il massimo e la negaziofnecon 1x.
Le seguenti sono le tavole di verita dei connettivi

P1 P2 p1Lp2 p1Lp2

1 |1 1 1 T
1 0.5 1 0.5 1 0

1 0 1 0 05 |05
05 (1 |1 05 0 11
0.5 0.5 0.5 0.5

0.5 0 0.5 0

0 1 1 0

0 0.5 0.5 0

0 0 0 0

Una valutazioner : A -{0,1/2,1} delle formule si ottiene per ricorsionssagnando valori
alle variabili proposizionali e ponendo

v(atp) = min{v(a)v(B)} ; v(alp) =maxv(a), v(B)} ; v(-a) =1-v(a)
Nella logica che ne esce fuori non vale né il gpitcdel terzo escluso né il principio di non
contraddizione. Ad esempio se la valutazieretale che/(p;) = 0.5 allorav(=py) = 1v(p1) =
1-0.5=0.5 e quindi

v(p1-p1) =minf0.5, 0.5} = 0.5 ; v(p1[h p1) = max0.5, 0.5} = 0.5.

D'altra parte se qualcuno ci comunica chee"pari e dispari" noi pensiamo che stia dicendo
qualche cosa di sicuramente sbagliato, se inveckcei "Mario € alto e non alto" noi non
pensiamo che stia dicendo una cosa falsa ma gittbe Mario non si possa collocare né tra
le persone decisamente alte né tra quelle decigant@sse. Possiamo anche associare ad
ogni formulaa le cui variabli proposizionali sono comprese fifa.. p, unatavola di verita
t,:{0,1/2,1}" - {0, 1/2, 1} definita per ricorsione sulla compldssili a tramite le equazioni
ta(Xe,... %) =X Sea=0p
tarp(Xe, .. Xn) = MIN{te(Xa,... Xn) ta(X1,... Xn)}
tarp(Xa,... Xn) = MaXx to(Xa,... Xn),tA(X1, ... Xn)}
to o(X1y.e Xn) = 144(X1,... Xn).

Problema. Vale la legge di doppia negazione?

Problema. Dimostrare che nella logica sopra definita nostesio tautologie e non esistono
contraddizioni.



pag. 68 Cap 4: IL CALCOLO PROPOSIZIONALE

E' ragionevole introdurre ulteriori valori di vexitAd esempio potremmo volere rappresentare

gli elenchi delle persone "senza dubbio molto gidydgiovani”, "pil 0 meno giovani", "non
giovani”, "sicuramente non giovani" e cosi via.definitiva possiamo introdurre insiemi di
valori di verita del tipo {0,1/2,1} oppure del tig6,1/10, 2/10, ...,10/10} oppure del tipo [0,1]
(intervallo dei numeri reali compresi tra 0 edl1g.logica che utilizza {0,1} viene detta anche
logica classicgper distinguerla dalle logiche a piu di due valori

Alle logiche a piu valori corrispondono porte lolge di tipo diverso da quelle che abbiamo
esposto per la logica classica. Nel caso in cosi€ime di valori di verita e {0,1/10, 2/10,
...,10/10} allora lungo le linee di ingresso e dicitla di una porte logica devono poter
viaggiare segnali di 10 diversi livelli di intergitLa quantita di informazione che tali porte
permetterebbero di trasmettere € enormemente supeTiuttavia la tecnologia non é ancora
abbastanza avanzata per la costruzione di tak plmfiatti basta una leggera alterazione della
tensione perché un valore del tipo 5/7 si trasformiun valore del tipo 6/7 o 4/7.
Naturalmente il requisito matematico che si dewhiedere ad una logica a piu valori per
potere essere la base teorica per un sistema th fmmiche e il teorema di completezza
funzionale. In proposito osserviamo che vale ilusgge teorema.

Teorema 1.1l teorema di completezza funzionale non vale lpelogica a piu valori che
abbiamo proposto.

Dim. Osserviamo prima che gee una formula allora

t(1/2,...,1/12) = 1/2.
Ne segue che, ad esempio, la funzione costanterngotde a 1 non € la tavola di verita di
nessuna formula. O

Per potere ottenere un teorema di completezzadnale € necessario aggiungere ulteriori
connettivi logici. Riprenderemo questa questioneanglo parleremo di algebre
funzionalmente complete.



