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CAPITOLO 3 indice

ALCUNE NOZIONI DI NATURA UNIVERSALE

1. Sistemi di chiusura ed operatori di chiusura
Moltissime nozioni matematiche possono essere dotte in termini di sistemi di chiusura ed
operatori di chiusura.

Definizione 1. Sia S un insieme non vuoto e denotiamo da¢S) l'insieme delle sua parti, allora
chiameremaistema di chiusurana class€ di sottoinsiemi dStale che

i) SOC

ii) C e chiusa rispetto alle intersezioni

La condizioneii) significa che l'intersezione di una qualunque iffia di elementi diC appartiene
ancora &C.

Definizione 2. Dato un sistema di chiusu@in Sed un sottoinsiemi di Sponiamo
<X>=n{YOC: YOX}
e diciamo che X> é I'elemento dC generatada X.

Esempio di carattere topologico. Ad esempio S€ ¢é la classe degli insiemi chiusiRlialloraC & un
sistema di chiusura in quanto l'intersezione di femaiglia di insiemi chiusi € ancora un insieme

chiuso. Se&X & un sottoinsieme dR allora <X> = X cioé <X> & la chiusura dell'insiem.

Esempio di carattere algebrico. SiaC la classe di tutti i sottogruppi di un dato grugpoAllora C &
un sistema di chiusura e, per ogni sottoinsineG, <X> & il sottogruppo generato da

Esempio di carattere geometrico. Sia C la classe di tutti gli insieme convessi del pianclieeo.
Allora C & un sistema di chiusura. Per ogni insie@d punti, <> & lachiusura convessadi X.

Il seguente teorema permette di ottenere diversiessanti esempi di reticoli completi.

Teorema 3. Ogni sistema di chiusur@ e un reticolo completo. Piu precisamente %@ € una
famiglia di elementi dC allora
Infici Xi = <ni; %>, Supg X = <Uig X>.

Ad esempio la famiglia degli insiemi chiusi del pieeuclideo € un reticolo completo in cui I'estremo
superiore di una famiglia di insiemi chiusi e ldusura dell’'unione. L'insieme dei sottogruppi di un
dato gruppo € un reticolo completo in cui I'estresuperiore di una famiglia di sottogruppi € il
sottogruppo generato dall'unione.

Proposizione 4. L'intersezione di una qualunque famiglia di sistelirchiusura € ancora un sistema di
chiusura.

Dim. Consideriamo per semplicita espositiva solo ilocds due sistemi di chiusur@; e C, e
poniamoC = C;n C,. Allora poichéSIC; e S1C,, risulta cheSIC. Inoltre se X))o € una famiglia di
elementi diC allora )iq € sia una famiglia di elementi @i che una famiglia di elementi @,. Ne
segue che X appartiene sia@; che aC, e quindi appartiene @

La nozione di sistema di chiusura e strettamemgatéealla nozione di operatore di chiusura.

Definizione 5. Chiamiamaooperatore di chiusurana funzioner : IN(S- M(S) tale che:
a) T(X)OX (proprieta di inclusigne
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b) XOY=T(X)OT(Y) (crescenza o monotonia)
c) T(T(X)) = T(X). (idempotenza).

Esempio di carattere topologico. SiaX un sottoinsieme dr ed indichiamo cof(X) la chiusuraX
dell'insiemeX. Allora T & un operatore di chiusura.

Esempio di carattere algebrico. In uno spazio vettoriale per ogni insieidi vettori indichiamo con
T(X) I'insieme dei vettori linearmente dipendentiXiaAllora T € un operatore di chiusura.

Definizione 6. Dato un operator&, si chiamapunto fissoo punto unitodi T un insiemeX tale che

T(X) =X.

Si osservi che la proprieta di idempoted£a(X)) = T(X) equivale a dire ch&(X) & un punto fisso di
T. Questo significa che see un operatore di chiusura allora tutti gli elemelel condominio diT
sono punti fissi.

La seguente proposizione mostra che gli operdtafiiusura sono strettamente collegati ai sistemi
di chiusura.

Teorema 7. SiaT : M(S - M(S un operatore che verifica la proprieta di inam& e quella di
crescenza. Allora l'insieme
Cr = {Xan(9 : T(x) = X}

dei punti uniti diT € un sistema di chiusura.

Dim. Sia )i una famiglia di punti uniti, allora, essendg,X; [l X; per ognijtl, per la crescenza di
T, risultaT(OimX;) O T(X;). Ne segue che, essendgunto unito peil, T(UigX;) O X; per ognijdl. In
definitiva T(Lin X)) O Ui X € cio, per la proprieta di inclusione, prova €hgX; € un punto unito.[’

Proposizione 8. Supponiamo ch& verifichi le proprieta di inclusione e di monotaré poniamo
DX)=0{Y:YOXeY=T(Y)}, (3)
Allora D(X) e il minimo punto fisso contenente

Dim. Dal teorema 7 segue cB¢X) e un punto fisso. E' immediato cB§X) contieneX. Infine se
Y €& un punto fisso che contieneallora appartiene all'insiemeY{: Y 0 X e Y = T(Y)} e quindi
contiene all'intersezione degli elementi di talsiéme.

Teorema 9. SeT e un operatore di chiusura allora l'insiei@edei suoi punti fissi &€ un sistema di

chiusura. Viceversa, sfaun sistema di chiusura e definiamo 'operattge N(S - M(S) ponendo
Jo(X) = <X> = <X>=n{YOC: YOX}.

Allora Tc € un operatore di chiusura.

Dim. La prima parte del teorema segue dalla proposzmmecedente in quanto un operatore di
chiusura verifica la proprieta di inclusione ed énmtono. La seconda parte e evidente. Infatti e
immediato chelc verifica le proprieta di inclusione e di monotarii¥altra parte, se si osserva che

YOJ(X) = YOX,
risulta anche
Jc(Ic(X)) = n{YOC : YHI(X)} = n{YOC : YUX}.

Abbiamo visto che I'intersezione di due sistemchliusura € ancora un sistema di chiusura. Si done i
problema se la composizione di due operatori digiria sia ancora un operatore di chiusura. Questo
avviene solo se i due operatori commutano.

Proposizione 10. Siano T, e T, due operatori di chiusura tali chigeT, = T»°T;. Allora la loro
composizione & ancora un operatore di chiusur#tréno
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X & un punto unito di;°T, = X & un punto unito sia di, che diT,.

Dim. E’ evidente ch&°T, verifica la proprieta di inclusione e la monotonizoltre, postol = T;°T,
risulta

ToT = (T1eT2) o(TeeT2) =T1o(T2 °T1)oTo = Tio(Ty oT)oTo = (T1oTy) o(TooTo) =TT =T.
Ne segue ché& & un operatore di chiusura.

Supponiamo ch& sia un punto unito dir;°T,, allora essendd@;(T»(X)) = X, X appartiene al
condominio diT; ed e quindi un punto fisso di. D’altra parte, poiché & ancfig(T.(X)) = X, X
appartiene al condominio @ ed e quindi un punto fisso @}. Viceversa, si&X un punto unito sia di
T, che diT, alloraTy(T,(X)) = T1(X) = X e quindiX & un punto unito di;°T,.

2. Teoremi di punto fisso per operatori algebrici
La ricerca dei punti fissi di un operatore & abdnaza semplice per la seguente classe di operatori.

Definizione 1. Chiamiamooperatore algebricgu Sogni funzioneT : M(S - M(S) tale che:
a) TX)OX (proprieta di inclusigne
b) XOY=T(X)OT(Y) (crescenza o monotonia)
c) xOT(X) = [OF O X, Ffinito, xO T(F) (proprieta di compattezza o finitezza).
Diremo cheT é ditipo kse la cardinalita dell'insientedi cui & detto in c) & sempre minorekdi

La teoria degli operatori algebrici deve essertavi®me un modo astratto di considerare un processo
con cui si costruiscono nuovi oggetti a partireudadato insieme& di oggetti. Allora a) significa che
tra le cose che posso costruire eoci sono gli elementi dX,
b) significa che se una cosa puo essere costryitateie daX allora (a maggior ragione) puo essere
costruita a partire da un insieme che conténe
c) afferma che dire che una cosa € costruibile rtirgpada X significa in realta che e costruibile a
partire da un numero finito di elementiXi In altre parole, significa che il processo ditoazone e
finitario.
Da notare che le condizioni b) e ¢) equivalgonirache
T(X) = O{T(F) : F OX eF finito}

cioe equivalgono a dire che il calcoloT{X) si puo effettuare riferendosi solo alla partiténdi T.

SeT & unoperatore di chiusura algebricaioe se oltre alle condizioni a), b) e c) veafianche la
condizione di chiusura

d) D(D(X)) = D(X),
allora tale condizione si puo interpretare dicecke:
- Se un oggetta & costruito con materiale D(X) che a sua volta é stato costruito con materek€ i
allora tale oggetto e, di fatto, costruito con miate in X.
In altre parole a partire dagli oggettilx{X) non & possibile costruire niente che non siargia(Xx).

Problema. Sia S un insieme €Z un suo sottoinsieme. Dire quali proprieta veriflzgperatoreT
definito ponendo, per ogni sottoinsiexieli S
T(X) = XOZ.

Problema. SiaT l'operatore che associa ad ogni insiei numeri interi lI'insiemd(X) dei divisori
degli elementi dX. Ad esempidr({3,14,15})={1,3,2,7,5,14,15}. Dire che tipo di ofzore é.

Se T & un operatore algebrico allo¥aé un punto fisso se e solo $€X)IX essendo l'inclusione
T(X)OX sempre verificata. Allora i punti fissi sono ghsiemi "saturi" rispetto al processo di
costruzioneT, cioé insiemi da cui non e possibile ottenere pumateriale utilizzandd. SeT é un
operatore di chiusura allora, essed@®(X)) = T(X), ogni T(X) risulta essere un punto fisso.

Per caratterizzare gli operatori algebrici & utileguente lemma.

Lemma 2. Sia X,)non Una successione di sottoinsiemiSitrescente rispetto alla inclusione fedin
sottoinsieme finito df, allora
FO nponXe = 0ON tale cheFOX;. Q)
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Dim. Procederemo per induzione sulla cardinatitz |F| di F. Pern = 1 la (1.1) € conseguenza
immediata della definizione di unione. Supponiarhe €1.2) sia vera per un insiemendélementi, sia
F un insieme dint1l elementi e supponiamo clell n,on X, Allora saraF = F' [0{a} con a
opportuno elemento &'| =n. Pertanto, per ipotesi di induzione, esseRdd F [0 n,;nX, possiamo
ricavare l'esistenza di un intelndale cheF' O X;. Siak tale cheal1X, e siaj = MaxX{ h,k}, allora dalla
crescenza diX,)no Si ricava ché= O XpO X, = X;. O

Problema. Mostrare che il lemma ora enunciato non vale aéimotesi di crescenza pefJ.on € che
non vale senza l'ipotesi di finitezza per

Nel seqguito scriveremd"(X) per indicare il risultato della applicazione thgderatoreT n volte; piu
precisamente definiamB'(X) per ricorsione sa tramite le equazioni

-T°(X) =X

- T = T(T'(X)).

Lemma 3. Se un operator€ é algebrico allora per ogni successione cres¢&plgy di sottoinsiemi
di Srisulta che

T(NaonXn) = NaonT(Xn)- (2)

Dim. Supponiamo ch@& sia un operatore algebrico allora & evidente cémeredoX, 0 n X, per
la monotoniaT(X,) O T(nnonXn) € quindin oy TOK) O T(NnonXn). Per provare ch&(nnonXn) O N
T(Xy), siaxld T(nnonXn), allora esiste un sottoinsieme finko di n X, tale chexOT(F). Dettoj un
intero tale ché[X, risulta anche chedT(X,) e quindi chexd n oy T(X,). Cio prova la proprieta (2).

Il seguente teorema mostra che ogni operatore dtonpanonotono ammette un punto unito.

Teorema 4. SiaT : MN(9-MN(S un operatore compatto e monotono e Xian insieme tale che
T(X)OX, alloran,-nT'(X) € il minimo punto unito dir contenenteX. In particolare,n,onT"(0) & il
minimo punto unito dr.

Dim. Cominciamo con il provare chén oy T'(X)) O n oy T'(X). Ora daT(X)OX, applicandm volte
l'operatoreT, segue ch@™*(X)OT"(X). Cid prova chel"(X) & una successione crescente. Sim
elemento diT(n,onT"(X)), allora essendd algebrico risultera ch&T(F) per F opportuno sotto-
insieme finito din oy T'(X). Per la finitezza dF e la crescenza di'(X) esistergpCIN tale cheF &
contenuto inr"(X). Ne segue che

XOT(F) O T(TPC))=T""{(X) O nyon T(X).
Cio prova chel(n -y T'(X)) € contenuto im o T"(X). D’altra parte sappiamo che oy T'(X) O
T™(X) per ognime quindi, per la monotonia @i cheT(n oy T(X))0 T™(X). Ne segue ch& (N non
T))D "o THX) = 0w TX) e quindi chen oy T'(X) @ un punto fisso di. Per provare che
Nnon T(X) € il minimo punto unito contenenke siaM un qualsiasi punto unito conteneieallora &
immediato chd”(M) = M. D'altra parte, per la monotonia™iapplicanda volte T alla
diseguaglianzd X, otteniamo chd@"(M) O T'(X) e quindi cheM OT"(X). In definitivaM O n oy
T"(X) e quindin oy T'(X) € il minimo punto unito contenente

Corollario 5. SiaT : N(S - M(S un operatore algebrico, allora
D(X) = nnon T (X). 3
In altre parolen ,;nT"(X) & minimo punto unito contenerxe

Dim. Basta osservare cheBeé un operatore algebrico alloréxX)0X per ogni insiem.

Esempio. SiaA un alfabeto e definiamo l'operatdfre M(A") - M(A") ponendo:
T(X) = {p0A" : [p'0OX tale chep & ottenuta scambiando due letter@'HilX.
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E' immediato chd e un operatore algebrico ma che non e di chiufgtaesempio sé = {a,b,c}
allora

T({abcch}) = { abccb, achcbabacghd).

T4{abcch}) =T({abgcb, achcbabacbd) = { abcebachcbabagbe,cab} # T({abgch}).

Problema. SiaT uno degli operatori descritti nei problemi preagidehe sia un operatore algebrico.
Trovare il minimo punto fisso i utilizzando la proposizione precedente.

Esercizio. SiaR l'insieme dei numeri reali®: N(R) - MN(R) I'operatore definito ponendo
T(X)=XO{3x+x' | XX, xXIX}.
Provare ch@ & un operatore algebrico e trovare il minimo pdigso contenente {2,5}.

Esercizio. SiaT : M(R) - MN(R) I'operatore definito ponendo

T(X) = X seX é finito

T(X) = RseX & infinito.

Dire di quali proprieta gode questo operatore di goao i suoi punti fissi.

Proposizione 6. SiaT : T(S) - (S un operatore algebrico e $a: MN(S) - MN(S) definito tramite (3).
Allora D é un operatore di chiusura algebrico i cui pussifcoincidono con i punti fissi di, cioé
TX) =X = DX)=X.

Dim. PoichéD(X) € l'intersezione dei punti fissi conteneXitie evidente che a), b) e d) sono verificate.
Per provare c), proviamo prima per induzion& she
¢') xAT"(X) implica che esistEIX, F finito tale chexOT"(F).
Ora pern = 1 ¢') coincide con lipotesi di algebricita p&r Supponiamo c') vera per n e che
XOT™{(X)=T(T"(X)). Allora, essendd algebrico, esiste un sottoinsieme finke{Xxy,...x.} di T"(X)
tale chexOT(F). Per ipotesi di induzione esisterarfag... Fy, sottoinsiemi finiti diX tali chex,JT"(F;),
pertanto postdF' = F,0..0F, saraxOT'(F) peri = 1,..h e quindi FOT"(F"). In conclusione
xOT(F)OT™(F") e cio prova c') nel caso+1.
Siax un elemento dD(X), allora poichédD(X)= nnon T'(X), esisterd N tale chexOT(X). Per la ¢
allora esister& X finito tale chexdT(F) e quindi, essenda o T'(F)OT(F), xOn non T(F) = D(F)
conF finito. Cio prova ché e algebrico.

Supponiamo ora chfX)=X allora & chiaro che il minimo punto fisso conteareté proprioX e
cioé chexX=D(X). Supponiamo viceversa chkeD(X), allora poiché per definiziong(X) € un punto
fisso diT, X & un punto fisso di. 0

Esempio: SiaSuno spazio Euclideo e sid'operatore definito ponendo

T(X) = {xOS| Op, (OX, x 0 pagt
avendo indicato copq il segmento chiuso di estremie g. In altre paroleT(X) e l'insieme dei punti
che si trovano su di un segmento i cui estremi @ppgono axX. Sono punti uniti dil tutti e soli i
sottoinsiemi convessi di 3. & un operatore algebrico di tipo due. InfaffiT(X) implica chexd pq
conplX eqdX, e quindixOT({p,q}). Ne segue che:
- I'intersezione di una famiglia di insiemi convielsg&ncora un insieme convesso;
- dato un insiem& esiste il piu piccolo insieme conved3(X) contenent&X e lo si pud ottenere come
unione della cateri@(X), T(X), . . .

3. Sottostruttura di una struttura algebrica generata da un dato insieme
In questo paragrafo faremo alcuni esempi di oparatgebrici e di applicazioni del teorema di punto
fisso. Cominciamo con le strutture algebriche Xge.. X, sono sottoinsiendi una struttura algebrica
con dominioD ed h e una operazione-aria, allora chiamiamommaginedi Xi,..., X, tramite h
l'insieme

h(Xy,....Xn) = {h(Xg,... %) @ XXy, ... % O X}
Ad esempio se consideriamo la somma nell'insi@waei numeri reali, eX; ={1,3,7}e X, = {1,3},
allora X; + X, = {1+1,1+3, 3+1, 3+3, 7+1,7+3} = {2,4,6,8,10}. UnzarteD' di D si dice stabile
rispetto ad una operazionese
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di,...dn 0 D' = h(dy,...dy) OD',
0, equivalentemente, d€D',...,D") O D'. Pertanto seD' e stabile la restrizione di a D' € una
operazione irD' che indichiamo coh/D'.

Proposizione 1. Sianohy,...,h; operazioni in un insiem@ e consideriamo l'operatofe: (D) - (D)
definito ponendo, per ogXID
T(X) = X Ohy(X,...X) O...0 h(X,... X).
Allora T & un operatore algebrico ed i punti fissiTdisono le parti stabili dD. Ne segue che
l'intersezione di una famiglia di parti stabilidie una parte stabile @i e che, se indichiamo corxs
la parte stabile generata Maallora
<X> = npen T (X).

Dim. E' immediato ch@ € monotono e che verifica la proprieta di inclagioCheT sia compatto si
prova osservando che sél T(X) allora :
-sex 0 X alloraF = {x} & un sottoinsieme finito dX tale chexOT(F),
- se x = I(h)(dy,...d) con d;00X, ... g OX ed h operazionen-aria, alloraF = {d;,...d.} € un
sottoinsieme finito dX tale chex(T(F),
- sex = I(c¢) alloraxdT(0D).

La rimanente parte della proposizione € evidente. O

Esempio. Dato un grupp@ = (D, 00 ™, 1) ed i sottoinsiemkK; e X,, X di G poniamo

X0 = {x: Db | xeOX; ex0%5} ;X 1={x*|xOX}.
PertantaX,[X, € l'insieme di tutti gli elementi che si possotiemere come prodotto di un elemento di
X; ed un elemento &, e X* & l'insieme di tutti gli inversi di elementi Hi Allora

T(X) =X O (XX) O X*0{4}.

In altri termini T(X) € l'insieme che si ottiene aggiungendoXadtti i prodotti di due elementi &, gli
inversi degli elementi dK e l'unita.T € un operatore algebrico, di tipo due ma non epseratore di
chiusura. | punti fissi dT sono tutti e soli i sottogruppi e quindi la clageé sottogruppi costituisce un
sistema di chiusura. Inoltre il sottogruppo gereds un sottoinsieme di G si puo ottenere iterando
l'operatoreT.

Problema. Consideriamo la struttura algebridd, fncd dovemcdn,m) e il massimo comun divisore
tran edm. Dire quale € la parte stabile generata da {18,235,

4. Relazioni di equivalenza e congr uenze gener ate da una data relazione
La nozione di operatore di chiusura permette ditraoe relazioni binarie con proprieta che si
ritengono opportune. Cominciamo con le relazidigssive.

Proposizione 1. SiaD un insieme non vuoto, skRwna relazione binaria iD e poniamo
Rifl(P) = PO Diag(D).
Allora Rifl : (D% - M(D? & un operatore di chiusura i cui punti fissi stecelazioni riflessive.

PertantoRifl(P) e la piu piccola relazione riflessiva contendPtéd esempio se < e l'usuale relazione
di ordine stretto ifN alloraRifl(<) € la relazione.

Proposizione 2. SiaD un insieme non vuoto, skwna relazione binaria iD e poniamo
Simn{P) = POP™.
Allora Simm: M(D? - M(D?) & un operatore di chiusura i cui punti fissi stecelazioni simmetriche.

PertantdSimn{P) & la piu piccola relazione simmetrica contenéhte
Proposizione 3. Poniamo

Tr(P) = FLP)OP
Allora Tr : [(D? - M(D? & un operatore algebrico i cui punti fissi somadlazioni transitive.
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Ne segue che l'operatoFeans: [M(D?) — M(D?) definito ponendo

TrangP) = nTr"(P),
€ un operatore di chiusura algebrico i cui purgsifisono le relazioni transitive TgangP) € la piu
piccola relazione transitiva conteneeUn modo piu esplicito per ottenere la chiusuaasitiva di
una relazione ¢ il seguente.

Proposizione 4. SiaP una relazione binaria e chiamiarpercorsouna successions, ...x, tale che
XiPx.«1 peri = 1,...n-1. Allora
TrangP) = {(xy) | esiste un percorsg,... X, tale chex= X, X, =y}

Proposizione 5. Poniamo

Ord(P) = TrangRifl(P)).
Allora Ord : M(D?% - MN(D? & un operatore di chiusura algebrico i cui pfissi sono le relazioni di
pre-ordine. InoltreéOrd(P) € la piu piccola relazione di preordine conteaént

Dim. Abbiamo cheTranse Rifl commutano e quindi i punti fissi @rd sono le relazioni che sono
sia punto fisso dfransche punto fisso drifl.

Allo stesso modo si dimostrano le seguente projsiz

Proposizione 6. Poniamo

SRP) = Simn{Rifl(P)).
Allora SR: M(D% - MN(D? & un operatore di chiusura algebrico i cui pfisti sono le relazioni che
sono riflessive e simmetriche.

Dim. Abbiamo cheSimme Rifl commutano e quindi i punti fissi @Rsono le relazioni che sono
sia punto fisso dsimmche punto fisso dRrifl.

Proposizione 7. Poniamo

Eq(P) = TranSRP)).
Allora Eq : N(D% - M(D? & un operatore di chiusura algebrico i cui ptissi sono le relazioni di
equivalenza. Ne segue chkg(P) é la piu piccola relazione di equivalenza conté@®. Inoltre la
classe delle relazioni di equivalenza in un dasieime costituisce un sistema di chiusura e quindi u
reticolo completo.

Abbiamo visto come a partire da una qualunque ilazbinaria sia possibile generare una relazione
di equivalenza. Se tale relazione binaria & defimituna struttura algebrica possiamo generareeanch
una relazione di congruenza.

Teorema 8. SiaD il dominio di una strutturd e definiamo I'operator€ort M(D?) - MN(D?) ponendo,
per ogni relazion®,
Con(P) = PO{(h(dy,...dy), h(dy,...dy)) : h operazionen-aria d;Pd,, ..., d,Pd.}.
Allora I'operatoreCong: M(D? - M(D? definito ponendo
CongP) = ConEq(P))
€ un operatore algebrico i cui punti fissi sonectémgruenze diA. Ne segue che la classe delle
congruenze dA costituisce un sistema di chiusura e quindi urtoéti completo.

5 . Punti fissi e Teorema di Cantor-Bernstein
Diamo ora un esempio di applicazione della teogglidbperatori algebrici. Ricordiamo che il teorema
di Cantor Bernstein afferma che:

Dati due insiemi A e B supponiamo che A abbia p@teninore o uguale B e che B abbia potenza
minore o uguale ad A, allora A e B sono equipotenti

f

D
f(A)
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a(B)
A 9 B

Per tentare di trovare una dimostrazione di tadeetma dobbiamo partire dal fatto che esistono due
funzioni iniettivef : A -~ Beg: B - A e dobbiamo trovare una funzione biettikali A in B. Sef
fosse suriettiva potremmo porre semplicemdntef. Se g fosse suriettiva potremmo invertigge
porreh = g.In entrambi i casi il problema sarebbe risolto. Bupamo pertanto chiee g non siano
suriettive. L'idea che potremmo allora utilizzarer gostruire una funzione biettivec A— B & quella

di:

- fare operare in alcuni casi la funzidneA - B (che & iniettiva ma non suriettiva)
- in altri casi fare operare la funziogé : A’ - B, doveA’ = g(B), (che & suriettiva i@\’
ma non é ovunque definita).

In altri termini I'idea & che sia possibile trovane sottoinsiem® [ A in modo che la funzione

f(x) sextID
h(x) =
g'(x) sexOD

sia la funzione cercata. Si tratta ora di capirmealovrebbe essere un tale insieme perché il tutto
funzioni e, naturalmente, cercare di dimostraretaleeinsieme esiste.

1. Per prima cosa, perché la definizione abbiacsegni elementax [0 D deve avere una anti-
immagineg(X) e questo si ottiene solo se risulta
-D O g(B).

2. Inoltre, perché la funziortesia iniettiva é sufficiente supporre che:
f(D)ng™(-D) = 0.
Infatti, essendo siicheg™ iniettive in D e -D, rispettivamentela non iniettivita dih si potrebbe
realizzare solo se esistessgrdD edyl-D tali cheh(x) = f(x) = g™(y) = h(y) e cid comporterebbe
cheh(x) O f(D)ng*(-D).
3. Infine perchd sia suriettiva deve accadere che
h(A) =f(D)Og™*(-D) = B.

Riassumendo, dobbiamo trovare un sottoinsiBEragA tale che:

1) -D0g(B) 2) f(D)ng*(-D) =0 3) f(D)Jg*(-D)=B
cioé tale che
1. DO-gB) ; 2.g(-D)=-f(D)

Dalla prima inclusione si ricava chg(B) 0 -D e quindi* g(g*(-D)) = -Dng(B) = -D. Pertanto,
poiché dalla seconda equaziaiig’(-D)) = g(-f(D)) e passando al complemento, si ricava che

D =-g(-f(D)). 1
Viceversa, da (1) segue subito dbél -g(B) e cheg(-D) = g*(g(-f(D))) = -f(D) e quindi le due
condizioni che vogliamo imporre@ equivalgono all'unica condizione (1). In definitpadicando
conT : P(A) - P(A) I'operatore definito ponendo

T(X) =-g(-f(X)), ()

! Sef & una funzione d in T edX & un sottoinsieme @alloraf *(f(X)) = X. Invece sé un sottoinsieme df
allora

f(f (Y)) non coincide col. Infatti sey & un elemento d¥ di cui non & possibile fare I'anti-immagine in qt@n
non appartiene aiT), alloray “scompare”quando si calcolff *(Y)). In realta vale I'equaziorféf “(Y)) = Ynf(9S).
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dobbiamo provare che esiste un insiddriale che
D =T(D).
Siamo allora giunti al seguente punto :

la dimostrazione del teorema di Cantor-Bernsteitenduce alla dimostrazione che I'equazione
T(X) =X (3
ammette soluzione o, equivalentemente Thbbia unpunto fisso

Allo scopo di applicare il teorema 4 del paragr8foosserviamo ch& € monotono. Infatti al
crescere dX:
- f(X) cresce
- quindi-f(X) decresce
- quindig(-f(X)) decresce
- quindi-g(-f(X)) cresce.
Per verificare chd e compatto supponiamo cREIT(X). Allora se fossexdH(O) la finitezza sarebbe
dimostrata. Supponiamo clkelT(0) e quindi, essenddl() = -g(B), chexOg(B). Detto allorab1B
tale chex = g(b). Poichéx O T(X) =-g(-f(X)), non puo essete] f(X). Sia alloraalJX tale cheb = f(a)
e quindi tale che = g(f(a)). Proviamo cheT({a}). Infatti

T({a}) = -g(B{f(a)}) = -(9(B)-9(f(a)) = A-g(B)L{g(f(a)}-
In conclusion€el € compatto e quindi, per il citato teorema, ammeatt@unto fisso. Volendo calcolare
tale punto fisso dobbiamo considerare linsieBe= O, T'(0). Questo significa che dobbiamo
calcolare due successioly, Ai, Ax... €By, B1,B.... al modo seguente:

A= T(O) = -g(B) ; B1=-f(A)
Po= TTO) =-0B)  ;  Bo=-f(A)
A= T™Y(D) = -g(By) . B=-f(A)

e poi porreD = LA, -

6. Relazioni, giochi e labirinti
In questo paragrafo introdurremo strutture matechatche permettono di rappresentare le piu svariate
situazioni in cui si debba risolvere un problemantthciamo con I'osservare che spesso

risolvere un problema consiste nel fare una serigadioni" che facciano passare da uno stato
iniziale ad uno stato che si possa considerarezohe del problema.

Naturalmente non tutte le azioni sono possibilueso perché alcune o sono vietate oppure non sono
“fisicamente” possibili. Allora nell'insiemé& degli stati € definita una relazione binaRail cui
significato € chexy)UR se e solo se e possibile passare dallo stafto statoy. Consideriamo ad
esempio un qualunque solitario di carte in cuiispangono in qualche modo le carte sul tavolo,
Chiamiamostato una qualunque possibile distribuzione di carte taublo ed indichiamo cor®
I'insieme degli stati. Si risolve il solitario seraggiunge una configuraziomeche viene considerata
vincente (ad esempio disporre le carte in ordimesaante in quattro gruppi dello stesso colore). Le
regole del solitario si possono rappresentare @darelazione binari/® (0SS in modo chesRs’ che
esiste una mossa (corretta in base al regolamehtgiato) che permette di passare dallo ssatio
statos'. Risolvere il solitario significa trovare una sassiones,,s,,.. s, di stati tali che

i) s sia lo stato iniziale (in generale scelto in madsuale cioé dopo aver mescolato le carte)

i) (s,s+1)0Rcioé e lecito passare daas.; per ognii = 1,...n-1

i) s, appartenga all'insieme delle configurazioni coeside vincenti.

Spesso la relazionR viene rappresentata tramite una freceiae si scrivex—y per indicare che é
possibile passare daady. In definitiva abbiamo la seguente definizione:
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Definizione 1. Chiamiamosistema di riduzion® sistema di trasformazionina coppia$— ) conS

insieme non vuoto & relazione binaria s8 Gli elementi diSvengono chiamastati. Chiameremo

solitario o gioco ad una personana strutturag—,GOAL) dove §—) € un sistema di trasformazioni
e GOALE un insieme di stati chiamatiati vincenti

Essendo un sistema di riduzione una relazione iainpposiamo sempre rappresentarlo tramite un
grafo. Un gioco sara allora un grafo tale che alclen sui punti sono segnati come vincenti. Se la
coppiax ey di elementi diS é nella relazione- allora diremo che & un ridotto diretto dix e
scriveremax— Y. Indichiamo con la chiusura transitiva di- e sex y diremo chey € un ridottodi x.

Per quanto abbiamo provato sulla chiusura tra@sdivuna relazioney € un ridotto dix se esiste un
percorsaay,... a, tale chea; = x e a,=y. Indicheremo com; - a,- ...— a1 —a, un tale percorso. Un
percorso a valte viene chiamato anche una sucoesgdigiduzioni.

Definizione 2. Dato un gioco $—,GOAL chiamiamosoluzione di stato iniziale an percorso
a-a—...»a,1 —a, tale chea; = a ed a,[ IGOAL Chiamiamostrategiauna funziond : S» S che

associa ad ogni sta#@!S un nuovo statd(x) tale chex— f(x) se {y S : x— y} € non vuotof(x) = x

altrimenti. Una strategia si diséncentese per ognk esisten(N tale chex— f(x) - f(X) - ... = f'(X)
e una soluzione di stato iniziate

Pertanto una strategia vincente permette, dataatlugque stato di partenxzadi arrivare ad uno stato
vincentef'(x) dopo un numero finita di “mosse”.

Per mostrare come un tale formalismo permetta gpresentare le
situazioni piu diverse, consideriamo uno dei protlpitu antichi, quello
dei labirinti. Un labirinto & un percorso in cui @into in tanto si deve
scegliere tra piu strade quale strada seguirecbpasdel gioco é quello
di uscire dal labirinto. Un modo equivalente dipegsentare un labirinto

e quello di considerare un insierBedi “stanze” piu una relazione

definita ponendax — y se esiste un collegamento (una porta) tra una

stanza e l'altra. Alcune stanze sono considerateénti” (ad esempio le
stanze che comunicando con l'esterno e che pemeettpindi di
Un labirinto uscire, oppure stanze in cui esiste un “tesoroi$oRere il gioco del
labirinto a partire da una data staszaignifica trovare una successione
S1,S,..S, di stanze tale che:

i) per ognii = 1,...n-1 sia possibile passare g§@as.
ii) s, sia una delle stanze in cui esiste una portadaiiaus



pag. 44 Cap 3: ALCUNE NOZIONI DI NATURA UNIVERSALE G. Gerla

Un altro famoso gioco € il gioco del quindici. &tta di un quadrato di
plastica su cui sono inserite 15 tessere quadrateerate mentre un
guadrato rimane vuoto. Le mosse consentite sorm sgmstare una delle
tessere nello spazio vuoto (liberando in questoanodaltro spazio vuoto).
Si vince se si riesce, partendo da una configunaziniziale scelta a caso, a
raggiungere una configurazione che si ritiene viteeAd esempio puo
essere considerata vincente la configurazione intwiti i numeri sono
messi successivamente come nella figura affianco.

I gioco del quindici

7. Parole elinguaggi come oggetti matematici: le grammatiche.

Chiamiamo alfabeto un qualunque insiemé di elementi, chiamiamgarola di lunghezzan
sull'alfabetoA un qualunque elemento AF, cioé una qualungue-pla di elementi diA. Nel seguito
indicheremo coi\" l'insieme delle parole sull'alfabetg pertanto risulterd'=n, A" Inoltre, invece

di usare la notazione insiemistica,(..a,) per indicare una parola, scriveremo semplicemante,.

Ad esempio s@ é l'alfabeto &,c,d} allora scriveremad, aac, caaper denotare le parola,d), (a,a,c)

e (c,a,a) rispettivamente. D’altra parte sarebbe ragiorewvansiderare la nozione di parola come
nozione primitiva invece di ricorrere a quella mdantuitiva di n-pla che € di natura insiemistica.
Spesso linsiemeA” viene visto come una struttura algebrica quandaosisideri la semplice
operazione di “mettere una parola dopo l'altra’cdRdiamo che in algebra prende il nome di
semigruppoogni struttura [D,[] con una operazione binaria che sia associatikende il nome di
monoideogni semigruppo che ammette un elemento neuwd,um elementgtale chex/@= ¢gx = x.

Definizione 1 Chiamiamosemi-gruppo libero sull'alfabeto ha struttura A", dove (¢ I'operazione
che associa a due pargee q la parolapqg che si ottiene ponendo le pargees q una di seguito
all'altra. In termini din-ple l'operazione é definita dalla equazione

(X1, e X)) (Yo Yp) = Kayees X, y1,...,}/p).
Sia g un qualunque simbolo non appartenenteAasl poniamoA™ = A"[J{ ¢ }. Chiamiamomonoide
libero sull'alfabetd’estensione diA", ) ottenuta ponende/@= ¢iX = x per ognixd A’

A volte il simbologprende il nome doarola vuota

Proposizione 2. (A',[] € un semigruppo non commutativo che ammettedhmsA come sistema di
generatori. Analogamenté'([) € un monoide non commutativo cércome sistema di generatori.
In tale monoide nessun elemento diversggdamette simmetrico.

In generale dato un alfabeto non tutte le parol®saccettate in un linguaggio. Ad esempio, con
riferimento al linguaggio dei polinomi, s&={x,y,+,0,(,)} allora sono parole sk le sequenze (i
polinomi) xX, xyt, (x+y)® ma sono parole anche espressioni insensate gbme (((, € (000. Il
concetto di "linguaggio” si ottiene appunto quasdostato indicato qualche modo per distinguere le
parole "sensate" da quelle "non sensate" (quetitestsecondo le regole” da quelle "scritte male™)
quindi, estensionalmente, quando si sia definitsattoinsieme di\".

Definizione 3. Chiamiamdinguaggio formalesull'alfabetoA ogni sottoinsiemé di A"

Un linguaggioA puo essere dato, nel caso sia finito, medianteclenco delle parole che lo
compongono, ma in genere un linguagliviene dato tramite un insieme di regole capagirddurre

i suoi elementi e pertanto puo essere anche iofiditl esempio, € possibile costruire gli elementi d
un linguaggio "dal basso" indicando esplicitameaiteine parole-base died alcuni procedimenti per
costruire nuovi elementi di a partire da dati elementi di
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Esempio. Con riferimento all'alfabetoA dato sopra, potremmo avere le seguenti regole che
definiscono il linguaggio dei polinomi nelle varibx edy :

i) xedysono elementi di\

i) se a e B sono elementi di allora anche @)(5), e (@)+(5) sono elementi dh.

Il linguaggio dei polinomi viene definito comeplu piccolo sottoinsieme d\” contenentex edy e
chiuso rispetto la regola ii).

Uno dei modi principali per generare un linguaggimamite le grammatiche.

Definizione 4. Unagrammaticae una quadruplé = (V,A,P,s) con:

-V (insieme dellevariabili ausiliari) edA (insieme desimboli terminal) insiemi finiti disgiunti;

- selemento prefissato ® detto start-simbolg

- P insieme finito di espressioni del tigp- S (detteproduzion) con a e £ parole nell'alfabet® =
VOA.

Ogni produzionez— 8 va intesa come possibilita di sostituire in uneof@aalcune occorrenze di
confS. Se la paroly si ottiene dalla parola tramite una tale sostituzione allora si dice glueriva
direttamente da. Pill precisamente, se— 5 € un elemento d? ed de y'sono elementi dC* allora
diremo che)fd deriva direttamenteda yad che £o deriva direttamenteda ao e che )3 deriva
direttamenteda ya. Chiameremalerivazioneuna catena finit,,...x, di elementi diC" tali chex.,
deriva direttamente d& peri =1,...n-1 ; in tale caso, se = x; e f= X, scriveremoa |- £. In altri
termini S deriva daa nella grammaticaG se € possibile otteney® da a mediante una ripetuta
sostituzione di sottoparole in accordo con quantesentito dalle regole di produzione elencate.in

Definizione 5. Diremo che un linguaggif nell'alfabetoA e producibile dalla grammatic& se gl
elementi diA si possono caratterizzare come le parole nebbatta terminaleA che si possono
derivare dallo start simbolcioe seA = {x[A": s |- x}. Chiamiamocomplessitai un elemento di
A la minima lunghezza delle derivazioni che consemigi ottenerex.

Il concetto di complessita & fondamentale perchénecvedremo, la maggior parte delle definizioni e
delle dimostrazioni relative alle parole di un ligggio avvengono per induzione sulla complessita.
Nel seguente esempio gli alfab¥tedA sono a loro volta insiemi di parole in un altréabkto.

Esempio. Vediamo come sia possibile costruire, tramite opportuna grammatica, una piccolissima
fetta della lingua italiana. Poniamo:
V = {asserziongarticolo, soggetto predicatd
A ={il, cane gattq, abbaia corre}
e supponiamo che le produzioni siano:
asserzione- articolo soggettqredicatq
articolo - il ;
articolo - un;
soggetto- cane ;
soggetto- gatto ;
predicato- corre ;
predicato- abbaia.
Assunto come start-simbolo la variabilasSerzion il linguaggio della grammatica definita in
questo modo consentira di produrre frasi del tipo
"il cane abbaia", "il gatto abbaia", "il cane cortg"il gatto corre" .
Ad esempio, abbiamo la derivazione
asserzione, articolo cane predicato, il cane prathicil cane abbaia
che si ottiene utilizzando le produzioni
asserzione- articolo soggetto predicato, soggetto cane, articolo- il, predicato - abbaia
Non deve stupire il fatto che sia producibile unasé del tipo'il gatto abbaia" in quanto una
grammatica non garantisce che le frasi costrugieosvere ma solo che siano scritte correttamente.
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Aumentando il numero di possibili soggetti (combiiticon l'articolo '11") e predicati (in terza
persona singolare) & possibile ottenere un maggimnero di frasi della lingua italiana scritte
correttamente. La costruzione di una grammaticaa@ami produrre (e controllare) l'intera lingua
italiana e ovviamente una cosa complicatissima a aocora completamente realizzata. Una
realizzazione di un metodo di controllo permettbesbad esempio, di programmare un sistema di

scrittura che corregga automaticamente gli erriagrammatica.

Nota 1. L'esempio precedente fornisce un tipo di gramraatapace di produrre solo un numero finito
di frasi. Cio e dovuto al fatto che non ci sonodtwzioni che chiamano se stesse". Possiamo
modificare tale esempio aggiungendo una produzi@h&po

discorso— asserzione discorso ; discorso— asserzione
dopo aver aggiuntodiscorsd a V e la lettera &' ad A. In tale caso si deve considerare come start-
simbolo 'tiscorsd. E' evidente che, per la seconda di tali produizisara possibile produrre tutte le
frasi della grammatica precedente ma che per hagpdi tali produzioni sara possibile scrivere fidisi
lunghezza non determinata.

Esempio. SiaG una grammatica in c#l = {a,b}, V={v}, P={v-ava v-b} e v € lo start-simbol.
Allora una derivazione e costituita dalla succeassio

v, ava aavag aabaa
Pertanto la parolaabaaappartiene al linguaggio generatoGla

Esercizio. Dire quali delle paroleabb, ava aaabaaa aba appartiene al linguaggio generato dalla
grammaticaG ora definita e trovarne la relativa complessitari®re una parola del relativo
linguaggio di lunghezza maggiore di 5.

Esercizio. Trovare una grammatica capace di generare l'irestbatie parole del tipab)".

Nota 2. La nozione di grammatica non €& nata nell'ambiforinatico. Essa e stata proposta per la
prima volta dal linguista americano Noam Choynskl 1957. La questione affrontata da Choyresk
quella di capire l'origine della straordinaria caipmdei bambini di scoprire le "regole” che staatia
base del linguaggio. E questo a partire da un noiti@itatissimo di emissioni verbali dei genitori e
delle persone che li circondano. Questa capadaaté piu sorprendente quanto si consideri chenda u
numero finito di casi i bambini apprendono il madigprodurre un numero potenzialmente infinito di
frasi. La nozione di grammatica fornisce in un@&®nso una risposta a questioni di tale tipo nelsse
una grammatica un "oggetto finito" capace di proglua partire da un numero finito di oggetti (le
parole apprese dall'ambiente) un numero potenzrakriafinito di frasi.

8.1 sistemi di riscrittura.
Una categoria di giochi che sono molto collegati & matematica sonosistemi di riscritturache
sono giochi i cui gli stati sono parole di un liaggio. Ad esempio consideriamo il problema di
risolvere le equazioni di primo grado in una indt@nChiamiamo cois l'insieme di tutte le possibile
equazioni di primo grado, ad esempio

3x+5 =x-3x, X =x-3(x+1), ...
PoniamoGOAL uguale all'insieme delle equazioni del tipo= k. Se chiamiamo equivalenti due
equazioni che abbiano le stesse soluzioni, il gl che si pone &, data una equazione, di arahre
una equazione equivalente appartenen@oal. Cio deve essere fatto "rispettando le regoleiée ci
tramite una serie di operazioni che facciano pasdaruna equazione ad una equazione equivalente,
cioé che abbia le stesse soluzioni.
Le operazioni che usualmente si utilizzano sorsefpienti:
1. passare una quantita che si somma da un l&dtralldi una equazione facendola diventare una
guantita che si sottrae
2. passare una quantita che si sottrae da un ll&tira di una equazione facendola diventare una
guantita che si somma
3. passare una quantita che si moltiplica da undtiltro facendola diventare una quantita clvelei
4. passare una quantita che si divide da un léadtial facendola diventare una quantita che miidtp
5. applicare tute le leggi dell'aritmetica (profaidistributiva, proprieta commutativa, ...)
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6. effettuare tutti i calcoli che si possono fare.
Ad esempio, partendo dab=x-3x+1 e saltando qualche passaggio, otteniamo
3x+5=x-3x+1 (punto di partenza)
3x+5 = -X+1 (per la regola 6)
3x+5+2x = +1 (per la regola 2)
5x +5=+1 (per la regola 6)
5x = -5+1 (per la regola 1)
5x = -4 (per la regola 6)
X = -4/5 (per la regola 3)
In questo esempio una strategia consiste nelldisoeg@d ogni passo nell’'ordine:
“di fare i calcoli che si possono fare”
“di spostare tutte le variabili al primo membroltgjuazione”
“di spostare tutte le costanti al secondo memblcedeaazione”

Definizione 1. Un sistema di riscrittura un gioco $—,GOAL) in cui Se I'insieme delle parole in un
linguaggioL. Un sistema driduzione a forma normal@ un sistema di riscrittura in cGOAL e

I'insieme delle foglie di> . In tale caso diciamo che un element&@AL & informa normale.

Da notare che nell’esempio delle equazioni abbiapezificato anche la regola adottata in ogni passo.
Questo significa che il gioco e stato descrittomérdo piu regole ed una soluzione del gioco cansist
anche nello specificare quale regola si & applic@teando si procede in questo modo € piu utile la
seguente definizione.

Definizione 2. Chiamiamaosistema di riscrittura a piu regolena struttura$, (- )io;, GOAL) doveSe
un linguaggio su di un dato alfabeto e )5 € una famiglia di relazioni binarie dettegole di
riscrittura.

Come viene fatto di solito per le relazioni binamigeremo la notazione infissa scrivende;y per
indicare cheX,y)—; cioé chex & nella relazione»; cony. In tale caso diremo anche che la parola
si puoriscrivere nella parola y in accordo con la regalaindice i

Proposizione 3. Dato un sistema di riscrittura a piu rego® (- )io, GOAL), viene definito un
sistema di riscrittura ad una regog -, GOAL), ponendo- uguale alla relazione che si ottiene
come unione delle relazioni;.

In altri termini poniamox-y se esistelll tale chex-y. Ci riferiamo a -~ quando non interessa
sapere quale regola é stata utilizzata per pastdie statox allo statoy ma solo che & consentito
passare daady.

Esempio, espressioni aritmetiche. Sia L linsieme delle espressioni che si possono scrivere
coinvolgendo i numeri interi, la somma, il prodogtéa divisione. Ad esempio avremolirespressioni
del tipo

(3+5)37+1,(1/3+1)/2, (2/3§3/4+1), ....
Possiamo allora chiamaferma normaleogni espressione del tipgm conn ed m rappresentazioni
decimali di due interi primi tra lordllora quando si esegue una operazione, ad esdhpimdotto, il
problema consiste nel passare dalla forma normalaednumerix edy alla forma normale dily. Ad
esempio, la somma di 3/5 piu 2/3 seguira la proceduriscrittura

(3/5)+(1/3) (punto di partenza)

(33+51)/(53) (per la regola della somma per nlm+p/qsi puo riscrivere inf(@+m4)/(mq)
(19+10)/15 (per le regole di calcolo del prodattaue interi)

29/15 (per le regole di calcolo della somma di dhieri)

Il prodotto di 3/5 per 2/3 avviene secondo le satjuescrittura
(3/5){/3) (punto di partenza)
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(3@)/(513) (per la regola per caim/p/qsi puo riscrivere inr(/p)/(ma)

3/15 (per le regole di calcolo del prodotto)

1/5 (per le regole che permettono la riduzionardi frazione a numeratore e denominatore primi tra
loro)

In generale si presenta la seguente situazionea Datlinguaggiol si considera una relazione di

equivalenza inL che, detto in termini intuitivi, corrisponde alléd che due espressioni In

“rappresentano la stessa cosa”. Ad esempio:

- in aritmetica consideriamo equivalenti due esgicgd che denotano lo stesso numero

- in algebra chiamiamo equivalenti due equaziowiltinno le stesse soluzioni

- nel calcolo proposizionale, come vedremo, stogicamente equivalentiue formule che danno
luogo alla stessa tavola di verita.

Appare allora naturale porsi il problema di compassa trasformare una espressionk idi una piu

semplice che sia equivalente. Questo viene fatpurap tramite opportune "regole di riscrittura” in

cui possiamo interpretare- y dicendo che € equivalente agma € “piu semplice” dk. Pertanto una

parola in forma normale € una parola che non paéreailteriormente semplificata. Il gioco consiste

allora nel partire da una parota trasformarla in parole equivalenti fino a giurggad una parola che

non puo essere piu semplificata cioé che sia mdanormale.

Per indicare una tale successione scriveremo amcha,... -» a1 — a,. Analogamentex € convertibile

iny se e solo =y oppure se esiste una successimne a, tale cheay » @, @, o a,...,810 an

Definizione 4. Dato un sistema di riscritture5( -, GOAL), indichiamo con la relazione di
equivalenza generata da. Sex y diremo anche cheedy sonoconvertibili.

Problema. Un problema di notevole importanza € il seguente:

Dato un insiemé&ed una relazione di equivalerzadrovare un sistema di riduzione la cui relazione d
equivalenza associatacoincida core ed inoltre tale che ogni elemento puo esseretddotforma
normale unica.

L’importanza di questo problema é che se si riesasolverlo allora in ogni classe di equivalenza é
possibile trovare un particolare elemento rappresen ed inoltre &€ possibile lavorare sugli elethen
rappresentativi invece che sulle classi.



