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Introduzione

La teoria dei bireticoli € nata per rappresentare tipi diversi di relazione
d’ordine nella valutazione delle asserzioni. Unimectiene conto del grado di
verita che si attribuisce alla formula, un altralioe tiene conto del grado di
informazione disponibile. Tale teoria nasce daHladizione delle logiche
polivalenti in cui si introducono valori di veritalteriori rispetto a quelli
classici 0 ed 1. Si ammette cioé che una propomzpmssa non essere né vera
né falsa, ma che abbia un valore di verita inteimeth tali logiche si fissa un
insiemeV di valori di verita che si suppone essere un oigicompleto e si
procede ad una valutazione delle formule assegmanwdo vero-funzionale
ad ogni formula un valore M. Il minimo 0 ed il massimo 1 hanno il ruolo di
“vero” e “falso”. Nella teoria dei bireticoli i Vari di verita (sarebbe meglio
dire le valutazioni delle asserzioni) sono coppig) (di elementi di un reticolo
in cui X rappresenta una misura dei motivi a favore detantila ed y una
misura dei motivi contro. Ad esempio, la coppialfdappresenta il fatto che
non esistono motivi a favore e tutti i motivi sooontro. In altri termini, tale
coppia rappresenta “falso”. La coppia (1,0) rapgmnés per analoghi motivi
“vero”. La coppia (0,0) significa che non esistar®motivi a favore né motivi
contro e rappresenta “sconosciuto”, cioe la mareasizinformazione. La
coppia (1,1) rappresenta il fatto che tutti i mbsgno a favore e tutti i motivi
sono contro e rappresenta il fatto che [linformaeiodisponibile e
contraddittoria. In generale si possono consideaaohe casi intermedi.
La teoria dei bireticoli &€ stata proposta da Gingb@el 1988 come
generalizzazione di una particolare struttura defida Belnap nel 1977.
Questa tesi rappresenta lo sviluppo e I'approfoeditm di argomenti
affrontati nella mia precedente tesi triennale.l&ptima parte si forniscono le
nozioni fondamentali della teoria dei bireticoln particolare si dimostra un

teorema di rappresentazione dei bireticoli comedptto” di reticoli. Inoltre si



espongono esempi di bireticoli particolarmente i§icativi per la logica
matematica come FOUR, PRESUP, DEFAULT ed i bioditBooleani.

Nella seconda parte della tesi si esaminano pkagiehe a valutazione in un
bireticolo le nozioni base di conseguenza logicdi eleduzione logica. Si
introduce in proposito la nozione di “valutaziort@usa” ed in particolare si
studia tale nozione in una classe speciale diiboletetti bireticoli dei mondi
possibili Sempre per tale classe, si dimostra un teoremaumiio fisso che
permette di calcolare le valutazioni chiuse gemedat una data valutazione e

che rappresenta I'analogo del processo di deduzienk logiche considerate.



Capitolo 1
BIRETICOLI

1.1 Introduzione

| primi sistemi di logica polivalente, le cui ongiremote possono essere fatte
risalire fino ad Aristotele, furono sviluppati neginni '20 del secolo scorso
grazie agli studi compiuti indipendentemente dallarasiewicz ed Emil Post,
spinto da motivazioni filosofiche il primo, matenadie il secondo. Nei decenni
successivi molti altri studiosi di primo piano harapportato il loro contributo
a questo settore. Nello stesso spirito delle lagipblivalenti Ginsberg nel
1988 ha introdotto un’ampia famiglia di logiche &i&s sulla nozione di
bireticolo ed in cui si tiene conto non solo deltazione di verita ma anche di
guella di informazione.

Il sistema di Ginsberg rappresenta una generaiazazdi quello di Belnap
(1977); quest’ultimo si serve, accanto a quellssiei, di due nuovi valorill e

T , il primo dei quali indica la mancanza di inforzi@ne circa la validita di
una asserzione, il secondo informazione che risudtaradditoria. Il secondo
valore pud apparire intuitivamente poco plausibite, cessa di sembrarlo se si
ricorda che in Intelligenza Artificiale non & infjgente che diverse sorgenti
forniscano informazioni tra loro contraddittorie oeéi che una stessa
proposizione puo essere accreditata come verase bd una certa fonte di
informazione, come falsa in base ad un’altra.

Ginsberg ha intuito la possibilitd di generalizzatesistema di Belnap,
considerando i quattro valori utilizzati da quelino come altrettanti casi
limite facenti parte di un sistema piu ampio, noecessariamente finito,
denominato bireticolo. La principale novita consigel considerare anche gli

altri due valori di Belnap come il minimo ed il nsaso relativi ad un



ordinamento, questa volta basato, anziché sul gdadeerita, sul grado di

conoscenza.

Volendo esaminare piu nei dettagli il sistema digbierg, esso si basa sull'idea
di associare alle proposizioni (che nell'ottica I'tielligenza Artificiale
rappresentano credenze) valori di verita ordinatosdo due criteri: il “grado
di verita “ ed il “grado di conoscenza”. Il primodinamento € semplicemente
una generalizzazione dell’'usuale ordinamento tralari classici, ilVero ed il
Falso. Intuitivamente, piu é alto (basso) il grado di téedi una proposizione,
piu si avvicina al Vero (al Falso). Il secondo erid di ordinamento riflette
invece la quantita di informazioni di cui si disgoairca una proposizione. In
tale ordinamento il valore minimo e I&conosciutoil massimo é il
Contraddittoria

La struttura algebrica che permette di gestire emopbraneamente i due
ordinamenti appena illustrati € stata battezzat@idaberg “bireticolo”:si tratta
essenzialmente di un insieme su cui sono defimititeamporaneamente due

ordinamenti parziali,ciascuno dei quali da origageun reticolo completo.

1.2. Bireticoli

Definizione 1.2.1. Un bireticolo e una struttura algebricaB =

B, 10,1, [L[]0,1,) tale che B sia un insieme non vuoto e

B.=(B,[L,[1},0,,1)) eB,=(B,[},[},0,,1,) siano reticoli limitati.

Chiamiamonegazionesu B una operazione unaria - su B soddisfacente le

condizioni:



1) X=X,
2) =(xthy)= -x hy, =(Xhy)= —x [y, ( Leggi di De Morgan)
3) ~(Xhy)= ~x L[y, ~(Xby)= -x [py.

L’ordinamento corrispondente al reticolo limitaBa pud essere denotato con
<; mentre quello corrispondente B, pud essere chiamats,; spesso |l
bireticolo B € scritto nella formaB,<1,<;) dove B1=(B,<1) e B,=(B,<;) sono

reticoli completi.

Si noti che in letteratura esistono diverse deimizdi bireticolo, spesso non
equivalenti. Ad esempio quello che abbiamo chianhéteticolo a volte viene
chiamato pre-bireticolo mentre prende il nome detitolo un pre-bireticolo
dotato di negazione (ad esempio si veda Fittilgdne’s Logic Generalized,
16 Maggio 1991] ).

Proposizione 1.2.1Se il bireticoloB ha una negazione questa e tale che:

(i) X<1y = =y<;=x Vx,y0OB;
(i) X<y = ~x<p=y Vx,yOB.

Inoltre , - : (Bl4,[h) —» (B,[1,[h) e = : (B[h,[) » (B,[L,[L) sono isomorfismi
di reticoli. Questo implica immediatamente chg=1Q , -1,=0, mentre -g=0,
e -1=0,.

Ogni singolo reticoloL=(L,<) determina due bireticolL™ =(L,<<) e L =
(L ><) in modo banale. Utilizzando le notazioni algebec se
L=(L,00,00,0,1),alloraL™ =(L, (J,5,0,13,,0,1) eL =(L,0,00,1,0/3,0,0,1).



| due piu semplici esempi di bireticoli banali seamegazione sono i bireticoli
TWO' e TWO,dove TWO & un reticolo di due elementi.

Il pit semplice esempio di bireticolo non banal@ eegazione ¢ il bireticolo
FOUR che e la rappresentazione algebrica dellacdogi quattro valori di

Belnap.

Definizione 1.22. Siano B e B, due bireticoli. Una funzione f : B>B, &
detta isomorfismo di bireticolise € una biezione che conserva tutte le
operazioni dei bireticoli inclusa la negazione ggasente.

Se B e B, sono isomorfi , scriveremo,B1B;.

Fino ad ora non e stata imposta alcuna condizibeentetta in relazione i due
ordinamenti di un bireticolo. Consideriamo ora gussibili condizioni che

collegano invece i due ordinamenti.

Definizione 1.2.3 Un bireticoloB (con o senza negazione) € detlhacciato
se ciascuno detiy,[1,[b,[, € monotono rispetto ad entrambi gli ordinamemnti

e<,, cioé
1. x<1y=xhz<yhz e xhz<iyhz
2. xy=>xbiz<oylz e xOiz<oyhhz
Definizione 1.2.4 Un bireticoloB (con o senza negazione) si ddistributivo

se per ognb,0 O {[,h,Ch,[L} e per ogni x,y,Z1 B si ha che

X0(yoz)=x0y)o(x02z)
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E’ possibile dimostrare la seguente proposizione.
Proposizione 1.2.20gni bireticolo distributivo e allacciato.

| bireticoli L™ e L™ sono allacciati per ogni reticola

1.3. Bireticolo prodotto e teorema di

rappresentazione

Definizione 1.3.1.SianoL = (L,1,00,1) e L' = (L’,[7,[7,0’,1) due reticoli
limitati. Si definisce BI(,L")=(LxL’, n1,01,001,T1,n2,05,05,T2,) nel modo
seguente :

v (xX), (yy)elLxL,

(xX) ni(y,y)=(x0Oy x OY), xX)O(yy)=(x 0y x Oy)

(x.X) n2(y,y)=(x 0Oy x OY), xX)O2(y,y) =(x Oy x OY)
[h=(0,1), T1=(1,0)), 2 =(0,0"), T2=(1,1)

B(L,L") & dettobireticolo prodottoassociato coh edL’.

Nei bireticoli prodotto non é difficile introdurreina operazione che poi

proveremo essere una negazione
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Seh: L - L' & un omomorfismo di reticoli possiamo definire belkticolo

prodotto I'operazione

%, X)=(h(x"),h(x)).

In particolare possiamo considerare come omomodfishapplicazione

identica. In tale caso la negazione assumera lalganiorma
(X, x")=(x",x).
B(L,L") con lI'operazionélaggiunta € denotato cda(L,L’). Per ogni reticolo

limitato L scriviamoB(L) al posto diBy(L,L) ,doveh e 'automorfismo identita

suL. B(L) e chiamatdireticolo quadratocon negazionassociato ad.

Il bireticolo prodotto con negazione associato eticolo costituito da due

elementi ed assumendo come omomomorfismo I'ideataur

Teorema 1.3.1Siano L ed L’ due reticoli limitati, allora:

1) B(L,L’) e un bireticolo allacciato. Inoltre B(L’) e distributivo se e
solo sel eL’ sono entrambi distributivi.
2) B(L) & un bireticolo allacciato con negazione. InoltBfL) é

distributivo se e solo de e distributivo.

Teorema 1.3.2. (di rappresentazione)

1) Per ogni bireticolo allacciat®, esiste una coppia,L’ di reticoli
limitati tale cheB OB(L,L’).
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2) Per ogni bireticolo allacciato con negazioBe esiste un reticolo
limitato L tale cheB OIB(L).

La dimostrazione del teorema 2 richiede la seguéetimizione e il seguente

lemma.

Definizione 1.3.2 SiaB= (B,<3,<2) un bireticolo allacciato. Un elementd XB
e chiamat@ositivoseVY y [J B x <3y implica x<yy. Esso é dettoegativosel]
y € B y <ix implica x<yy. Chiamiamo PO®) e NEG@) gli insiemi costituiti

rispettivamente dagli elementi Bipositivi e negativi.

Lemma 1.3.1 SiaB un hireticolo allacciato. Allora si ha che :

1. POSB) = [0, 11)<1 = [02,11]
2. NEG(@B) = [02,01]51 = [02,01] <2

Dimostrazione.

Supponiamo chg [ [0z,11]<a ex<;y. Allora > <1 x<3y. Quindi@ [ x=xe

y [ x =y. Da @ <, y e dalla monotonicita di} rispetto a<; abbiamo che 0}
x<py [h X da cui x5y . Quindix 0 POSB).

Supponiamo ora chesia positivo. Allora dx <; 1; otteniamo 9<; x<, 13, da
cui x 0 [02,11]<2 . Infine consideriama [ [0,1;1]<2. Dax <, 1; otteniamo 1[5}

X =xe da @<; 1; abbiamo @[h x <3 1; [ x. Quindi @ <3 x da cuix [ [02,11]<1

. Dunque [0,11]<; 0 POSB) O [02,11]» [ [0, 14]<1.

Abbiamo cosi provato la prima parte del lemma. égoada parte si prova allo

stesso modo.
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Una conseguenza della prima parte di questo lemmaeé&(Dy,11]<1 <1) e
([02,11]<2,<2) sono reticoli identici. Chiamiamo questo reticoOROSB).
Similmente poniamNEG(B) = ([02,01]51,>1) = ([02,01]<» <2). Nel caso in cuB
ha la negazione, - (quando ristrettB@SB)) € un isomorfismo tr&OSB) e
NEG(B). Notiamo che POYB)" = (POSB)<»<) e NEG(B) =
(NEG(B),>2,<2).

Come corollario del lemma abbiamo la seguente temiztazione degli
elementi positivi e negativi di un bireticolo ala&to in termini della sua

rappresentazione come il bireticolo prodotto asgoai reticoli limitatiL,L’ .

Corollario 1.3.1. SianoL e L’ reticoli limitati,e siano 0 e 0’ i rispettivi
elementi minimi. Un elemento x di B(L’) € positivo se e solo se x = (y,0),

per qualche ¥1 L, ed e negativo se e solo se x = (0,y’) , pelchey’ [1L".

Dimostrazione.
SiaB(L,L") = (LxL’, [A4,[k).E’ semplice verificare cheé ], T1] » =Lx{0} e
[Dz, D]_] m= {O}x L.

Dimostrazione del teorema di rappresentazione.

Parte 1Mostreremo ch& OB(POYB), NEG(B)) .

SiaB(POSB), NEG(B)) = (POSB) x NEG(B), n 1,001,001, T 1,n2,02,02, T 2).
Allora [0 (x,x’),(y,y) O PO3B) x NEGB),

xX) n1(y)y) =Xy, XDy)=xOy x0y),
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xX)O01(y,y) =Dy, XDy)=xViy, XOhy'),
XX) n2(y,y) = XDy, xXDy)=xoy xy),
xX) O20y,y) = XDy, XDy)=xOy X0 y).

01=(02,00), T1 =(11,00), [ =(02,02) T2 =(11,01).

Notiamo cheB(POSB), NEG(B)) = POYB)"x NEG(B) , dove “x” denota

I'ordinario prodotto diretto di bireticoli.

Per ognix [ B definiamo

f(X) = (x (2 11, x [ Oy).

Dal lemma 1f :B - POSB) x NEGB) . Mostreremo ché&é un isomorfismo
traB eB(POYB), NEG(B)). A tal proposito proviamo prima che ,
perognix OB, x=(x 1) (xL0). (¥

Banalmentex <; 1;. Poiché per ipotesi il bireticolo e allacciate<; x[b 1;. Per
lo stesso motivo otteniamo che = x [ (X(01) <1 (X[h1l) [ (X[ROy).
Banalmente P<; x. Cosix [,0; <; Xx. Quindi & [h1;) [b (X [ 01) <1 (X [b1y) B
X =X. Si ha allorax <3 (x [©1;1) [h (X [ 01) <ax = x =(x [L 1;) (L (X [L0y).

Dalla (*) segue immediatamente dhé iniettiva,infatti
f)=f(y) > XL 1, xE0) =YL yR0)=>xLL=yhLexkhh
=y 0= x= (XD 1) (X 301) = (y (b 1) o(y BO)=y=x=y

Per dimostrare la suriettivita consideriamo unlgjaai &,y) 0 POSB) x
NEGB). Notiamo chey <; 0, <3 x. Cosix[by<ix[hx=x, e quindik[Ly)
(b L1 <1 x [ 13 =x; l'ultima uguaglianza & dovuta al fatto cke® positiva, e

cosix < 1;. Dall'altra parte, da <; 1; otteniamo anche = (x [ y) [L X
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<1 (X y) [k 13. Cosi abbiamox((L y) (L 1; =x, e allo stesso modo possiamo

mostrare chex((h y) [k 01 =y. Quindif(x (b y) = (X [ Yy) b 13, X[ Y) [
01)= (X, y) = f & suriettiva.

Abbiamo dimostrato ch&é una biezione tra i due biretic@i e B(POYB),
NEG(B)).

Per provare ché € un isomorfismo di bireticoli & sufficiente mast che
conserva i due ordinamenti di reticolo.
Dalla costruzione d8(POSB), NEG(B)) segue chey (x,X), (y,y) OO POSIB)
x NEG(B)

(xx) D1 (yy) = xsiyex' <1y’

(xX) Oz (y,y) = x<z2yex <zy'.

Consideriamo,y O B conx <; y . Dall’ ipotesi di bireticolo allacciatoX [} 1;)
< (Y L) e kI 00) <1 (y [ 0)), che é equivalenteféx) [, f(y). Allo stesso
modox <; y implica (X [ 1;) <o (y (b 13) e & [ 01) <> (y [ Oy), e quindif(x)
0z f(y).

Parte 2 Supponiamo ora chB abbia la negazione -. Mostriamo cBel]
B(POSB)) (/B(NEG(B)) ) . Ricordiamo che la negazione - ( ristretta a
POSB) ) € un isomorfismo tra i reticdROYB) e NEG(B). Denotiamo cori]
la negazione dB.(POSB), NEG(B)) . Allora [ (x,x") 0 POSB) x NEGB)

(X,X") = (=x’,=X).

E’ facile mostrare che la funziona,f) — (a,=b) € un isomorfismo tra i due
bireticoli con negazion®.(POSB), NEG(B)) e B(POYB)). Per provare il
teorema é sufficiente mostrare dhéelB.(POSB), NEG(B)) e B(POYB)); per

mostrare cio rimane solo da verificare ¢lwenserva la negazione.
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() = O(x [ 14, X [ Or)
= (%2 0y), » X [ 1))
=X1b =(00), ~x [k =(Ly)
=X(Bh 13, X [ 0y)
f&x).

Questo completa la dimostrazione del teorema giresggntazione.
Notiamo che come corollario della dimostrazioneiaimo che
B OPOSB)" x NEG(B),

per ogni bireticolo allacciatB.

Corollario 1.3.2.
1) Una algebraB e un bireticolo distributivo se e solo se esistole
reticoli limitati e distributiviL, L’ tale cheB OB(L,L").
2) B e un bireticolo distributivo con negazione se & sse esiste un

reticolo limitato e distributivd. tale cheB OB(L).
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1.4. Bireticoli per informazione positiva e

negativa

In ambito logico | due ordinament; e <, sono spesso denotati cere <y in
questo caso, infatti, B rappresenta l'informazigossibile sui valori di verita
delle formule,<; € la relazione che corrisponde al grado di vexita quella
relativa al grado di conoscenza.

Dato che i reticoliB,<) e B,<x) sono completi,vi saranno un massimo ed un
minimo per entrambi gli ordinamenti: il che sigondiche in ogni bireticolo vi
saranno almeno quattro elementi.

Il massimo ed il minimo rispettos sono naturalmente Wero ed il Falsoche
indicheremo con i simboW eF. Il massimo d’informazione corrisponde,come
gia detto, ad una proposizione di cui sono stategie tanto la verita che la
falsita e sara quindi chiamat@ontraddittorio (simbolo T ), mentre |l
minimo,che rappresenta una completa assenza dimafooni, lo chiameremo
Sconosciutgsimbolol]).

La funzione - rappresenta una generalizzaziona deljazione classica.

La condizionex <1y < -y < =x [x,y O B corrisponde all'intuizione che
maggiore e la veritd di una proposizione, minoreasguella della sua
negazione.

La condizionex <,y = —x <;-y  [x,y O B stabilisce che la negazione lasci
invariato I'ordine della conoscenza: questo perseibra ragionevole che le
informazioni di cui disponiamo circa una proposigosiano le stesse quelle
riguardanti la sua negazione. Dunque, se si hanpaéprove della verita di
una proposizione, se ne avranno altrettanto bucail dalsita della sua
negazione.

La condizione per cut—x=x [Ix[] B impone soltanto che la legge della doppia

negazione valga anche nell’ambito polivalente.
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| connettivi Oy,01,05,[» vengono indicati cord], O, [+ e sono chiamati

rispettivamentecongiunzione disgiunzione prodotto e somma In ambito
logico operano su proposizioni e ad ognuno di éssissociata una delle
operazioni del bireticolo che ne determina il contgmento.

Congiunzione(simbolod) Corrisponde all’estremo inferiore relativeia

pLq = inf{ v(p),v(a)}
dove p e g sono due proposizioni.

Disgiunzione(simbolol[1) Corrisponde all’estremo superiore relative.a

plig = supt v(p).v(a)}

Prodotto (simbolo[). Corrisponde all’estremo inferiore relativesa

pld = inf{ v(p),v(q) }

La versione infinitaria verra indicata con il sinkbo[]; il prodotto opera
rispetto all’ordinamento della conoscenza esattéeneame la congiunzione
rispetto a quello della verita:viene chiamato anoperatore “di accordo”

perché intuitivamentp/d rappresenta il massimo ammontare di informazioni

condivise dg e dag.

Somma(simbolo+ ) . Corrisponde all’estremo superiore relativea

p+q = sup{ v(p),v(a)}

La versione infinitaria verra indicata con il sinkb@.. La somma corrisponde
allora disgiunzione per l'ordinamento della conosee intuitivamentep+q
rappresenta la “somma ” delle informazionipdie q ,ragion per cui questo

connettivo & anche detto “di credulita”.
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Data la base di connettivil(1[}), possiamo costruire induttivamente il

linguaggio delle logiche basate su reticoli, cosine si fa abitualmente in

logica classica. Il nostro linguaggio sara datd'idaleme W tale che :

(i) Se e una costante proposizionale, allpriaWw.
(i) Se OW, allora-pOW.

(iii) Se,qOW, allora p0), (pC), (pld), (p+a)0 W.

1.5. Esempi di bireticoli

Esempio 1.5.1 : Four

Quando consideriamo il bireticolo prodot®@(L,L’) possiamo pensare |l
reticoloL come quello che usiamo quando misuriamo il gradeedta di una

affermazione, mentre possiamo pensare di utiliz¢aegicolo L’ per misurare

il suo grado di falsita.

La coppia X,y) riassume quindi le prove che abbiamo a favore préve che

abbiamo contro un’affermazione. In altre paroleelptetiamo il primo

elemento della coppia come indice del grado ditaeili secondo del grado di
falsita.

E’ da notare che non si impone che queste coppialari di verita, siano
consistenti, dove valori di verita consistenti sguelli in cui il grado di verita
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e il grado di falsita si complementano in modo oagiole. Infatti si ammette

anche il valore (1,1) che e manifestamente coniitadic.

Una particolare classe di bireticoli si ottiene @odoL=L". Se si considera
L=L"={0,1} si ottiene Four, che rappresenta il piu semplice bireticolo non
degenere (perché un bireticolo non sia degenere plessedere almeno quattro
elementi distinti,cioe il massimo ed il minimo r&a a ciascuno dei due

ordinamenti).

Introdotto da Belnap Four e stato studiato da divetudiosi oltre a Ginsberg
ed ha trovato molteplici applicazioni: esso rappna certamente il piu

significativo fra i bireticoli ed in un certo sengdti gli altri ne derivano.

Come gia detto, si considera=L'={0,1} dove 0 ed 1 rappresentano
rispettivamente la mancanza di prove e la certear#leta.

La struttura B(L,L’) € un bireticolo di quattro elementi nel quale lo
Sconosciuto (simbold@l) e rappresentato dalla coppia (0,0): non abbiamo,
cioé, nessuna prova né a favore e né contro. ltr@daittorio (simboloT )
invece é rappresentato dalla coppia (1,1), cheandhe siamo nella situazione
inconsistente di avere prove complete sia a fagbeecontro. Allo stesso modo

il Falso e dato dalla coppia (0,1), cioé abbiamim gwove contro, mentre il

Vero dalla coppia (1,0), ossia ci sono solo protavare.

Four puo essere rappresentato mediante un dopmoatnma di Hasse.
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1

Figura 1.5.1 Four

Nel diagramma si ha<; y se e solo se esiste un percorso che coltegpae va
uniformemente da sinistra verso destra, mentrasih y se e solo se esiste un

percorso che collegaey uniformemente dal basso verso I'alto.
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Esempio 1.5.2. : Presup

Un altro interessante bireticolo da esaminare dlajobe prende il nome di
Presupe che risulta essere una estensione di Four intguwntiene i valori
(0,0), (1,1), (1,0) e (0,1). A questi valori si agggono perd cinque nuovi
valori. Se Four si ottiene come il bireticolo prtdd(L) associato all'insieme
L ={0,1} ,allo stesso modo si costruisce Presumgmalo perd. = {0, %, 1}.

La struttura di Presup € chiaramente descrittayddico che viene riportato di

seguito.
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v

Figura 1.5.3 Presup

Come si puo notare dal grafico, gli elementi mass® minimi di Presup,

rispetto ai due ordinamenti, sono gli stessi dillgudhe abbiamo trovato
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quando abbiamo esaminato Four: la coppia (0,0) resppta la totale
mancanza di informazione e corrisponde al valore abbiamo chiamato
Sconosciuto; (1,0) continua a rappresentare il Veiae il caso in cui tutte la
prove riguardanti un’ affermazione sono a favoreentre non c’'€ nessun
motivo contro; allo stesso modo la coppia (0,1) eam Four rappresenta |l
Falso; il valore (1,1) rappresenta il caso di ®tedntraddizione dove tutte la
prove sono a favore e contemporaneamente anche chataltre coppie sono
valori particolari di Presup: (¥2,0) rappresentasituazione in cui ci sono
alcune prove, ma non tutte, a favore e nessunac;arive corrisponde alla
situazione in cui si dice che laffermazione é ‘fqummibilmente vera”;
I'elemento (0, %) corrisponde, invece, al caso ui si puo dire che
un’affermazione e “presumibilmente falsa”. La capf¥z,Y2) indica il caso in
cui c’é informazione contraddittoria su qualcossaepero non rappresenta una
contraddizione totale e definitiva come nel casqldi): la contraddizione
rappresentata da (¥2,%) infatti pu0 essere risditavarso una delle strade
evidenziate dal grafico 1.5.3. | due restanti elaing'2,1) e (1,%)
rappresentano il caso in cui I'informazione incoetal € stata controllata e
completata: per esempio, nel caso di (1,%2) la plete ed incompleta
informazione riguardante la falsita e stata comfedich o annullata da

definitive prove a favore.
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Esempio 1.5.3. : Default

Un bireticolo di notevole rilevanzal@efault, usato per formalizzare Refault
Logic. Di Default fanno parte tre nuovi valori oltre aelfi gia visti in Four,
che chiameremo “vero per default”, “falso per défae “contraddittorio per
default”.

Questi nuovi valori vengono introdotti nel tentativdi riprodurre il
ragionamento di senso comune. Nella vita quotididaamaggior parte dei
ragionamenti si basa su conoscenze parziali, cioanta forma del tipo: “in
assenza di informazioni in contrario, si puo codehe che...”. Questo tipo di
ragionamento, che consente di trarre conclusioovvgsorie, si chiama “per
default. Uno dei tratti caratteristici del ragionamenter plefault e che, qualora
emergano nuove informazioni, le conclusioni tratieprecedenza possono
essere riviste: il che non risulta possibile inidagclassica, che € monotona nel
senso che data una proposizione p e due insiem®pldsizioniX eY, seX |=

p, alloraXoOY |=p.

Un classico esempio di ragionamento non monotoit@@&guente: gli uccelli,
tipicamente, volano. Se ci viene detto ,percio, ahecerto individuo (che
chiameremoA) e un uccello, in assenza di informazioni in cantr,
ragionevole dedurre che vola. Vi sono naturalmentezioni, come i pinguini
o gli struzzi, ma anche gli uccelli morti o con adé ferite, ecc. In logica
classica per poter dedurre clevola dovremmo accertarci che non € un
pinguino 0 uno struzzo e cosi via. Poiché & impdssprevedere e quindi
enumerare in modo esaustivo tali eccezioni, nonnggtemmo mai a
concludere alcunché. Le logiche adefaultsono nate per superare questo tipo
di problemi: esse consentono di trarre le conchisibe ci aspetteremmo ma
prevedono anche che, con l'acquisizione di ultedimiormazioni (nel nostro

caso poniamo ch& € un pinguino), tali conclusioni possano essemsrite.
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Come gia detto, il bireticolo corrispondente alioagmento non monotono é

chiamatoDefault.

\%

| .
dF dV
1

T

Figul.5.3 Default
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Rispetto a Four, Default comprende tre nuovi valeero per default @V).
Falso per defaultdfF) e contraddittorio per defauldlld). | primi due indicano,
rispettivamente, una dimostrazione per default ©Wia yproposizione e una
dimostrazione per default della sua negazioneriia corrisponde ad entrambe
le informazioni: una proposizione di cui e statavata sia la verita che la
falsita.

Nel nostro formalismo concludere che,in assenzafdimazioni in contrario,
A vola equivale dunque ad assegnare alla proposiziorrispondente il valore
dV. Naturalmente cid comportera che il valore Airfon vola” risultidF. Se
poi A fosse un uccello domestico e vi fosse un’altraledi default secondo la
quale gli uccelli domestici non volano,allora patrao giungere, per due
diverse vie, a concludere che il valore di verigdlalproposizione A vola” é
siadV chedF: questo equivarrebbe ad assegnare alla proposizioralore
dd.

L’ordinamento degli elementi di Default dovrebksultare chiaro gia dal
diagramma: si hadV =i V perché, intuitivamente, una dimostrazione per
default rappresenta una conoscenza inferiore tsmel una dimostrazione
tradizionale, e secondo lo stesso principio ristifas; F.

Si osservi che il sub-bireticolo composto daglnsdati {dV,dF,d0, T } risulta
isomorfo a Four, basta far corrispondere i valorguesto mododV =V , dF

=F,d0=0,T=T.
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Capitolo 2

BIRETICOLI INTERVALLI ED
INFORMAZIONE MULTI-VALUED

2.1. Introduzione

In questo capitolo viene introdotta una particolatasse di bireticoli, i
cosiddetti bireticoli di intervalli ( interval bilattice ) che nascono dal
considerare intervalli in strutture algebriche &aket per rappresentare valori di
verita e che rappresentano la struttura matemdticaa importante famiglia di

logiche.

Prima di mostrare la costruzione generale di quastaa famiglia di bireticoli,
viene presentato in questo primo paragrafo un cpsuiale di particolare
interesse.
Supponiamo, in un contesto di logica a piu valdrinon essere in grado di
assegnare ad una formutail suo esatto valore di verita ma che, essendo
incerti siamo in grado solo di dire che tale valerdra 0.6 e 0.8” . Quello che
facciamo e valutare la formula con valori comprisiun intervallo &b
dell'intervallo [0,1]. In tale caso prendiamo cowedori di verita gli intervalli
chiusi, per cui consideriamo l'insierBe= {[a,b] | 0<a<b<1}.
Tali valori di verita vengono ordinati tramite lalazione duale alla usuale
inclusione di insiemi. Infatti sec[d] € [a,b] allora I'informazione sul valore di
verita fornita da ¢,d € maggiore di quella fornita da,p|, perché ¢,d € piu
piccolo. Il massimo di informazione si ottiene petervalli degeneri del tipo
[a,a={ a}. Cosi poniamo

[a.b] <c[c.d se [c.d O [a,b].
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| valori di verita che abbiamo introdotto possommltre, essere parzialmente
ordinati in base al “grado di verita” in modo daeokere un reticolo. Uno dei
modi per fare questo € il porre

[a,n] < [c,d sea<ceb<d
Quindi, come con i bireticoli, otteniamo una gttt con due ordinamenti
parziali.
E’ facile verificare che I'ordinamentg definisce un reticolo completo. Infatti,
in esso §,b O[c,d = [min{a,g, min {b,d}] e [a,b] O[c,d = [max{a,d, max
{b,d}]. Sotto questo ordinamento, [0,0] € il minimo,[E1] & il massimo; li
possiamo identificare, rispettivamente , cofalso e il vero. Dall’altra parte ,
I'ordinamento< se non si aggiunge I'insieme vuoto non costituigceeticolo

completo. Piu precisamente in esso e sempre defiofierazione

[a,b] Lc,d = [min{a,d, max {b,d}]
mentre I'operazione

[a,b] + [c,d = [max{a,c, min {b,d}]
potrebbe non dare un intervallo ma l'insieme vuofooviamo I'elemento
minimo, [0,1], che indichiamo conl , mentre non c’e il massimo elemento.
Nonostante questo esempio sia stato esplicitanwntsiderato da Ginsberg,
esso non produce un bireticolo nel senso in cuileglveva definito ma serve

solo come motivazione informale.

2.2. Costruzione generale

Nel paragrafo precedente abbiamo considerato ticptare intervallo [0,1],
che & un ordinamento lineare. Quello che vogliamm® fora € considerare
ordinamenti piu generali. Cio ci pone davanti a prgblemi: quale e I'analogo
naturale dell’ordinamento lineare considerato e leua I'analogo di un

intervallo.
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Consideriamo un reticolo completh, con l'ordinamento<.. Vogliamo
individuare una class€ di sottoinsiemi diL che svolga un ruolo analogo a
quello giocato dagli intervalli in [0,1] e che ahbun buon comportamento
rispetto alla relaziones. In C daremo due ordinamenti. Ungy, inverte
I'inclusione. L’altro, <, € piu complesso. Se e |, sono due elementi T,
sembra naturale dire cHe rappresenta una maggiore verita, o una minore
falsita rispetto &; se :O0x O 1, Ay Ol conx<y,edye l, Ox Ol conx<y;,
sotto queste condizioni poniamg < l,. Cio coincide con l'ordinaments;
usato nel precedente paragrafo.
La relazione definita in questo modo € un preordineui € associata la
seguente relazione di equivalenZia:=; 1, sel; < I, ely <l;. Gli intervalli
che sono equivalenti in questo senso devono eglsgci, e questo conduce
ad una parte della definizione di intervallo.
Chiamiamochiusoun sottoinsiemé& di L se esso contiene, per ogni due punti
comparabili , tutti i punti tra essi. In altri teimh S & chiuso sé&l x, y O Sconx
<Y, sex < z< yalloraz 0 S Definiamo, poichiusuradi un insiemeSil piu
piccolo chiuso che lo contiene, e lo denotiamo d@®. Per ogni sottoinsieme
SdiL si ha cheS = cl(S). Cio suggerisce di richiedere che gli intervallingia
sottoinsiemi chiusi di.. Comunque la condizione di chiusura non e sufiige
Infatti introduciamo ora le operazioni logiche gugtervalli.
Sel; el, sono intervalli, si pone
1 Ol ={x0Oy|xOlyeyOly},
dovex Oy é calcolato nel reticolb. Suppostd, non vuoto, si dimostra che :
1) 110l
[, O1 <,
2) sel < liel <l alloral < 1p Ol

In particolarel; 11 <11 e quindi gli intervalli devono essere chiusi rigpet
all'operazionell di L. Considerazioni simili ci portano ad imporre lausura

rispetto all'operazioné], cosi gli intervalli stessi sono sottoreticoliLdi
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In conclusione un intervallo ib € un sottoinsieme chiuso e non vuoth dhe

e un reticolo completo.

Sel soddisfa queste condizioni, poiché € un reticolmgleto, deve contenere
il suo inf, che chiamiama@, e il suosup che indichiamo cob. Poiché esso é
chiuso , deve contenere tutti gli elementiLdcompresi traa e b. Dall’altra
parte, per ogna, b0 L cona < b, l'insieme X O L |a< x< b} éun

intervallo. Arriviamo, quindi, alla seguente defimmne .

Definizione 2.2.1 Siano a, b1 L con a<_ b. L’ intervallo determinato da a e

b, denotato con [a,b], e {X L | a<. x<. b }.

Definizione 2.2.2. Sia L un reticolo completo. Chiamiamiireticolo di
intervalli, che indichiamo con K(L), la struttura (I(L¥, <t ) dove I(L) &
I'insieme di tutti gli intervalli in L; e per [a,H,d] O I(L) , [a,b] < [c,d] se
[c,d] O [a,b]; e [a,b] [c,d] se per ogni X] [a,b] Oy O [c,d] con X< y e per
ogniye [c,d]Ox O [a,b] conx<  y.

Le operazioni relative g sonolle[], e ilfalsoe il verosono rispettivamente il

minimo e il massimo rispetto a questo ordinamento.
Le operazioni relative & sonolle +, e & il minimo rispetto a questo

ordinamento.
In generale usiamo 0 e 1 per indicare il minimd eassimo diL, per cui

poniamofalso=[0,0],vero=[1,1] e[] = [0,1].

Le definizioni che abbiamo dato dei due ordinameRte soprattutto sono
molto complicate; questo dipende dal fatto che abi cercato di dare una
definizione piu generale possibile.

Ora che abbiamo dato una definizione semplice dénmllo, e facile
semplificare la caratterizzazione degli ordinamesnfra citati. A tal proposito

riportiamo le seguenti proposizioni.
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Proposizione 2.2.1Siano [a,b] e [c,d] intervalli in K(L). Allora:
1) [a,b]<t[c,d] = as  ceb<_ d,

2) [a,b]<k[c,d] = a< ced<_b.

Proposizione 2.2.2Siano [a,b] e [c,d] intervalli in K(L). Allora:
1) [a,b]O[c,d] =[alc, bOd],
2) [a,b]0[c,d]=[alc, bOd],
3) [a,b] Uc,d] =[alc, bOd],
4) [a,b] +[c,d]=[alc, bOd].

Proposizione 2.2.3. (Interlacing conditions) Per [a,b], [c,d] e [e,f] intervalli
in K(L):

1) se [a,bkk[c,d]= [a,b]O[e,f] <k [c,d] O[e,f],

2) se [a,bk [c,d] = [a,b]O[e,f] <k [c,d] O[e,f],

3) se [a,bk: [c,d]= [a,b] Ue,f] < [c,d] Le,f],
4) se [a,bk:[c,d]= [a,b] + [e,f] < [c,d] + [e,f].

Piu forti sono le condizioni di distributivita. Rbié ci sono quattro operazioni,

ci saranno dodici leggi di distributivita.

Proposizione 2.2.4. (Distributivita). Dato un reticolo distributivo L. Allora
tutte le leggi distributive valgono in K(L), purche operazioni coinvolte sono

definite.
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2.3 Esempio

Di seguito presentiamo un esempio di bireticolant@rvalli che deriva da un
reticolo non lineare caratterizzato dalla propritanvertire I'ordine.

Tale esempio e descritto dalla figura 2.3.1 .

1
a b Reticolo L
0
k
[0,0] [a,a] [b,b] [1,1]
[0,a] [0,b] a,1] [b,1]
[0,1]

v

Figura 2.3.1 Reticolo L e KL).
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Il reticolo L ha quattro punti, menti€(L) ne ha novel e caratterizzato da una
involuzione che inverte I'ordine, scambia 1 con éntne lascia invariat e b.

La chiameremo “simmetria verticale”.

Per comprendere intuitivamente le strutture preéseetla figura 2.3.1,
supponiamo di avere due espeftie B, e di fare loro una domanda alla quale &

possibile rispondere solo “si” oppure “no”. Integpamo i quattro punti di

nel modo seguente: il punto O rappresenta unagigpmo” da entrambia
rappresenta un “si” da e un “no daB; b rappresenta un “si” d& e un “no” da

A; infine 1 rappresenta un “si” da entrambi.

Allora in K(L), l'intervallo [0,a], per esempio, rappresenta lo stato di parziale
conoscenza nella quale la rispostaAdion € conosciuta mentB:ha risposto
“no”. Un aumento della conoscenza si ha se si densil’intervallo [0,0], che
indica cheA ha risposto “no”, oppure lintervalloala], che indica chéA ha
risposto “si”. Allo stesso modo lintervall@[l] rappresenta lo stato di parziale

conoscenza nella quateha risposto “si” mentre la rispostaRlnon € nota.

2.4. Un teorema di isomorfismo

Supponiamo di avere il bireticol®( <, <) e ricordiamo che unaegaziones
una involuzione- daB in se stesso che invertg mentre lascia invariats.

Una nozione simile & quella di convoluzione.

Definizione 2.4.1.Chiamiamoconvoluzionén un bireticolo B una involuzione
—in B che invertegy e lascia invariat&; . Chiamiamaoconsistentein elemento

b di un bireticolo con convoluzione secb-b.
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Quello che ci interessa € vedere sotto quali cammiizina logica creata usando
gli intervalli presentati prima, si identifica cali elementi consistenti di un
bireticolo.

Sappiamo che sk; = L, pu0 essere introdotta una naturale negazione nel
bireticolo prodottd(L,,L,) : basta porre (a,b) = (b,a).

Inoltre seL; =L,=L e c’e@ una involuzione : L - L che inverte I'ordine s,

puo essere introdotta una operazione di convolezien B(L,L) - B(L,L) che
commuta con la negazione ponendo:

—(a,b) = (-b,-a),

Teorema 2.4.1. Supponiamo che L sia un reticolo completo con una
involuzione che inverte I'ordine. Allora K(L) e usomorfo all'insieme degli

elementi consistenti di un bireticolo allacciatmawegazione e convoluzione .

Dimostrazione

Definiamo una applicazion& K(L) - B(L,L) nel modo seguenté&[a,b]) =
(a,~b), dove-b & l'involuzione dib in L. Ora, &,—b) & consistente iB(L,L) se
e solo 4,-b) sc—(a,~b) = (b,—a) se e solo sa s be-b 5 —a se e solo sa s
b. Segue chealb] € un intervallo inK(L) se e solo sé&[a,b]) & un elemento

consistente dB(L,L). E’ facile verificare cheg é un isomorfismo.

Per fare un esempio che illustri il significato ligbmorfismo &, si puod
supporre di associare ad ogni formutall F un intervallo K,Y] dove X &
I'insieme dei mondi in cui io ritengo che la forraidia vera e quindi necessaria,
mentreY € l'insieme dei mondi in cui io ritengo che siaspibile a. E’
evidente ch& O Y.
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L’isomorfismo & e definito nel seguente mod&{X,Y] ) = (X, -Y) dove-Y é
I'insieme dei mondi in cui non € possibile cioe lI'insieme dei mondi in cui &
necessaria-a. In altre parole-Y € I'insieme dei mondi in cui la formula

considerata falsa.

Dimostriamo ora il seguente fondamentale teorema.

Teorema 2.4.2.Supponiamo che B sia un bireticolo distributivon cona
negazione e una convoluzione che commuta. Alloraotiostruttura degli
elementi consistenti di B € isomorfa a K(L), dove lun reticolo completo e

distributivo.

Dimostrazione

In accordo con le osservazioni fatte sofga& isomorfo aB(L,L), doveL € un

reticolo completo con una involuzione che inveltedine. Allora , come nella
dimostrazione del teorema precedente, defini#n&(L) — B(L,L) in questo

modo: & [a,h]) = (a,~b). E’ facile verificare che é I'isomorfismo desidé.
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Capitolo 3
BIRETICOLI ED INFORMAZIONE

BOOLEANA

3.1 Logiche a piu valori

La teoria dei bireticoli nasce in analogia con dgithe a piu valori ed &
quindi utile esporre alcuni aspetti di tale logi€ansideriamo un linguaggio
per il calcolo proposizionale in cui si consideranome primitivi i
connettivi logicil], [J, =. Indichiamo corF l'insieme delle formule di tale
linguaggio e sia\{, I, O, ~, 0, 1)una struttura algebrica i cui elementi
chiamiamovalori di verita Si assume che i ci sia un ordinamentd in
modo che (V<, 0, 1) sia un reticolo completo con elemento midned
elemento massimo 1. La struttukg (J, [J, ~, 0, 1) viene chiamatatruttura

di valutazione

Definizione 3.1.1.Data una struttura di valutazione (M, [0, ~ ,0, 1),
chiamiamovalutazione vero-funzionalggni funzione
m:F -V tale che:

m@LB) = m@)0m(B)

m(@0pB) = m@)Im(B)

mEa) = ~m@)

Una valutazione vero-funzionalen viene anche chiamatanodellq
indichiamo con M I'insieme di tali modelli. Come nel calcolo

proposizionale classico per ottenere una valutazigaro-funzionale e
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sufficiente assegnare alle variabili proposiziowaliori inV e poi estendere
opportunamente la valutazione a tutte le formule.
Con tale definizione abbiamo definito la semantio&atti una valutazione
vero-funzionale deve essere vista come la desoazicompleta di un
mondo. Per potere definire I'apparato deduttivoldaimo in qualche modo
specificare che cosa si debba intendere per infmona parziale. Infatti un
apparato deduttivo € uno strumento per elaboraspli€itare) informazione
parziale. Una prima ipotesi sarebbe quella di cerare una valutazione
iniziale v. F—V come una assegnazione di valori di verita. Tudtetale
punto di vista non €& adeguato in quanto € possibile si abbia a
disposizione solo informazione incompleta sui pasvalori di verita e
non direttamente i valori di verita. Pertanto, pgni formulaa, v(a) non e
necessariamente un valore di veritaadima unvincolo (constrain) sul
valore di verita effettivo dor. Questo vincolo si puo esprimere con frasi del
tipo
“il valore di verita dia € maggiore o uguale di 0.7".
Naturalmente niente esclude che si possano coasgdeonstraint del tipo
intervallo come:
“il valore di verita dia € compreso tra 0.3 e 0.5".
Piu in generale il tipo di informazione che potremdovere elaborare & del
tipo
“il valore di verita dia appartiene X"
doveX é un sottoinsieme di. In altre parole la classe dei possibili constrai
e P(V). Tuttavia, nel caso in cWw e infinito, I'intera classd>(V) dei vincoli
risulta troppo grande e nessun linguaggio sareblgrdado di rappresentare i
suoi elementi. E' molto piu conveniente, quindifenirci solo ad una
particolare classe di constraint e, per motivi tecre utile supporre che i

constraint costituiscano un sistema di chiusura.
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Definizione 3.1.2.Un sistema di constraint in ¥ un sistema di chiusurai®
P(V). Dato un sottoinsieme X di V, definiamocibnstraint generatala X nel

modo seguente

<X>=N{Y OC : YOX}.

Usualmente ci si riferisce ai due seguenti tigidiemi di constraint.

Definizione 3.1.3 Chiamiamasistema di constraint inferiota classe
C ={[A1]:A 0OV}
Chiamiamasistema di constraint intervalla classe
Ci={[a,b]: a,bO0V }.

La classeC € un sistema di chiusura. Infatti, data una famaiglt; ,1])i5 di
elementi inC, lintersezione N iy [A ,1] = [Supia A ,1] € ancora un

elemento diC,. Per provare che la clas€ degli intervalli € un sistema di

chiusura basta osservare che se,(p])iz € una famiglia di intervalli tali che

a <b, alloraN iy [&, b] & l'intervallo [Supia & Infig b].

Per quanto riguarda la cardinalita, & evidentesehé e infinito alloraC; e C,
hanno la stessa cardinalita\diAd esempio s¥ € l'intervallo [0,1], allora tali
sistemi di constraint hanno la potenza del contif@ questo motivo in logica
fuzzy ci si riferisce principalmente agli intervadd estremi razionali nella
rappresentazione della conoscenza iniziale. Normoccuperemo di questo

aspetto della logica a piu valori.

Definizione 3.1.4. Sia C un sistema di constraint, uvelutazione inizialed
una funzione v: BC. Se MM, diciamo che m & ummodello di v se

m(a)Cv(a) per ogni formulax. In tale caso scriviamo mv.
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In altre parole I'informazione fornita dasul modellom ci dice che, per ogni

formulaa, il grado di verita dir appartiene all'insieme(q).

Proposizione 3.1.1.Nel caso in cui Csia linsieme degli intervalli una
valutazione iniziale & definita da una coppia\y) di fuzzy sottoinsiemi di
formule, tale che w) = [vi(a), vo(a)]. | modelli di una tale valutazione
iniziale sono gli elementi MM tali che v(a) < m(a) < vo(a) per ogni formula

a.

In altra parole il significato delle due funzioniev, e che per ogni formula,

a é vera almeno con gradg(a) e al piu con grada(q).

La logica classica pu0 essere descritta in termdinoperatori di chiusura.
Infatti, si definiscono due operatori che corrispono alla relazione semantica
di “conseguenza logica” ed alla relazione sintattidi “deduzione”.
L’operatore diconseguenza logica LdP(L) - P(L), viene definito ponendo,
per ogni insieme& di formule,
Le(X) = {aOL|X|=a}.
Analogamente, I'operatore deduzione D P(L) - P(L) si definisce ponendo
DX){aUL|X}a}.
Entrambi sono operatori di chiusura ed il teoremeothpletezza afferma che
tali operatori coincidono Possiamo interpretare I'insierXedi formule come
l'informazione  immediatamente  disponibile  mentreLc(X) come
I'informazione, implicita inX, che possiamo ricavare ed esplicitare in qualche
modo. Un punto fisso di tali operatori viene chiégmaistemachiuso di
formule ed e un sistema di formule chiuso per dedhgz L'insieme dei

teoremi di una data teoria € un esempio di insiahiiso di formule.

! Supponiamo note le definizioni di linguaggio, di formula ben formata e, piu in
generale, tutte le nozioni base della logica matematica classica.
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L’insieme delle formule vere in un dato modellorealtro esempio di insieme
chiuso.

Infine, poiché I'operatore di deduzione € definitanodo costruttivo tramite la
nozione di dimostrazione, il teorema di completezzaostanza afferma che
esiste un modo effettivo per calcolare I'informamd.c(X).

Proponiamo un simile approccio alle logiche a paloxi.

Definizione 3.1.5.Data una struttura di valutazione V ed un sisteina
constraint C, sia Val(C) I'insieme delle valutazianiziali v : F—C. Allora
chiamiamooperatore di conseguenza logjda funzione Lc : Val(C)~»Val(C)
definita ponendo

Le(v)(a) =<{m(a) : mO M, m|=v}>

per ogni valutazione iniziale v.

Ritornando ad esempio al caso dei constraint iatleryvcioé quello in cuv(a)
= [vi(a),v2(@)], possiamo facilmente vedere come sia fatto Fapmee di

conseguenza logica.

Proposizione3.1.2 Se il sistema di constraint € di tipo intervalltora
Le(v)(a) = [I(vi ,v2)(a), J'(va ,v2)(0)]

dove

J(vi,v2) = N{MIOM : vy O mOvy}

J'(va ,vo) = LI{mOM : vy O m Ovy}.

Come per la logica classica, anche per le logichgiuavalori si pone il
problema di definire opportunamente un operatoreletiuzione logicdD e
quindi di provare ché coincide conLc. Non affrontiamo questo problema
poiché siamo interessati principalmente all’'usoladétoria dei bireticoli in

logica.
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3.2 Valutare con i bireticoli

Nel capitolo 2 abbiamo visto che se si considewmssieme degli intervalli
chiusi contenuti in [0,1], cioé

B={[ab|0<a<b<1}
si possono introdurre iB due ordinamenti parziali definiti nel modo segieen

[a,b] <« [c,d se [c,d| c [a,b].

[a,b] <[c,d sea<ceb<d.
Pertanto l'insieme dei constraint intervallo chebiamo considerato nel
paragrafo precedente ha una struttura di biretidadostesso puo essere detto
sullinsieme delle valutazioni iniziali. Cio suggsre la necessita di tornare

alla teoria dei bireticoli.

Definizione 3.2.1.Dato l'insieme F delle formule ben formate, e dato
bireticolo B, chiamiamalutazione(o funzione di verithuna funzionep che
ad ogni formulax di L associa un elemento di B.

¢:L-B

Come nella logica a piu valori, data una valutagigne una formulaa,
possiamo dire chep contiene sia informazioni esplicite sa (espresse
direttamente dal valorefa)), che informazioni implicite che si possono
dedurre dalle informazioni fornite dasulle formule logicamente collegate ad
a. Tutte queste informazioni possono essere cagtuadtaverso una nuova
valutazionecl(g), dettachiusura dig Tenendo conto del fatto che & opportuno
checl sia un operatore di chiusura, in Ginsberg [198@hgono elencate le

seguenti proprieta cha dovrebbe verificare:

1. Deve essere definibile solo a partire dai due ondamziali, < e <, e

dalla negazione che caratterizzano la struttulardticolo.

2. cl(cl(g) =cl(g Oe
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3. cl(@(a)> da) Ua
4. Deve essere compatibile con la nozione di deduzidela logica
classica del primo ordine.

Le proprieta 2 e 3 esprimono un carattere comuriatta gli operatori di
conseguenza logica. Precisamente, la seconda ei aie concl si vuole
rappresentare un operatore che rappresenti tuitdolenazioni implicite ing
La terza proprieta, ci dice ch&(@(a) deve contenere piu informazione di
guante ne contengda) (carattere conservativo). La quarta proprieta exade
che la teoria dei bireticoli e stata introdotta eostrumento per la logica
classica e non come alternativa alla logica classito comporta ad esempio
che se due formule sono logicamente equivalentaregica classica allora
devono essere valutate allo stesso mod(i). Da notare che con tale elenco
Ginsberg stranamente non richiede la monotoniaiohece usualmente si
assume in un operatore di chiusura e che caraelézlogiche monotone.

Diamo ora la seguente definizione.

Definizione 3.2.2.Date due valutaziornp e y, ¢ sara dettastensionali vy, e
scriveremop >y , se e solo seya ) >y(a) UallL. Diremo che 'estensione

epropriase@ e diverso da.

Intuitivamente, una estensione di una valutazionma valutazione ottenuta
dalla precedente acquisendo nuove informazioni obé,caso di estensione

propria, hon sono esplicitate nei valori di veotaginali.

Nello studio della chiusura delle funzioni di vari piu valori, risulta molto
utile esaminare prima la chiusura delle valutaziom¢ assumono valori in
particolari bireticoli dettibireticoli dei mondi Questa interessante classe di

bireticoli viene descritta nei dettagli nei prossparagrafi.
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3.3 La semantica dei mondi possibili

Un interessante esempio, che puo rendere piu chiganto detto nei paragrafi
precedenti, si ottiene quando la struttura di \&laine € un’ algebra di Boole.
Come al solito indicheremo cof la classe delle formule del calcolo

proposizionale.

Definizione 3.3.1.Consideriamo un algebra di Boole completa
u=(B,00-0,1).
Allora indichiamo con M la classe deiodelli Booleanicioé delle valutazioni

vero-funzionali in U.

La precedente definizione ci dice che un modellol8ano € una funzionen :
F—U tale che

m(at}f) =m(a) Om(H) , mallf) =m(a) Um(BH, n-a)=-m(a).
Non é difficile provare che sa//M alloram(a) = 0 per ogni contraddizione
a em(a) = 1 per ogni tautologia. In piu sea e logicamente equivalente a
B, alloram(a) = m(a).

Esempi molto interessanti di valutazione booleamadegati alla semantica
dei mondi possibili. Tale semantica e stata intttadda Kripke per lo studio
delle logiche modali e si é rivelata utile in modikuazioni. Si parte da un
insiemeW, detto “universo” ed i cui elementi vengono déttiondi” e una
valutazione vero-funzionale si ottiene associandouaa asserzioner
I'insieme m(a) dei mondi in cuia € vera. In altre parole i “valori di verita”
coincidono con i sottoinsiemi &V e la struttura cui ci si riferisce e I'algebra
di Boole P(W), n, [0, /7, W). La valutazione vero-funzionale delle formule

in tale struttura sara in accordo con le equazioni

m(a U B) =m(a) n m(P)
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m(a A =m(a) O m(p)

m(-a) = -m(a)

Se si considerano constraint inferiori, il sigréfic di una valutazione iniziale
v: F—C; é che, data una formuta sappiamo che essa € vera almeno in tutti i
mondi che sono in(a). Diremo chem € un modello dv se e solo sen(a) O
v(a) per ogni formulag.
Inoltre
Le(v)(a) = N{m(a): m=>v}

dove

m=v < mp)Ovp [BLF
Consideriamo invece come sistema di constraintasseC; degli intervalli in
U. Allora una valutazione iniziale € definita dalla coppia/A{ ,\) di funzioni
Booleane tali chen, < v, e il suo significato € che, data una formula
sappiamo che essa € vera almeno in tutti i mondi(w) e al piu vera in tutti i
mondi che ci sono iny(@). In altre parolea € vera in tutti i mondi irvi(a) e

falsa in tutti i mondi nel complementarewg{a).

Inoltre
Le(v)( a) = [I(vi w)( a), I'(v,\2)( a)]
dove
Jvi, W) = N{mM(a) : vo = m22vy}
e

J'(v2,w) = L{m(a) : vo >m vy}
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3.4 |l bireticolo dei mondi

E’ possibile confrontarsi con la semantica dei mguussibili ora proposta con
la nozione di bireticolo. Un primo tentativo e ikeguente. Data una
affermazionea, ad essa associamo sia l'insieme dei mondi inecwiera,
attraverso una applicaziome,, che l'insieme dei mondi in cuir e falsa,
attraverso una applicazion®. In altri termini si pone, per ogumi € F:

my(a) = {we W t.c.aé verainn}

mp(a) ={w e W t.c. a é falsa inw}
In altre parole un modello e dato da una coppifudzioni a valori inP(W)
oppure, equivalentamente, da una funziane: F — P(W)xP(W). Cio
suggerisce di considerare il bireticolo prodddp= B(P(W)). Tuttavia i valori
che assumen sono necessariamente coppfeY] in cui risulta chexlY =W e
XnY =/J. Infatti & evidente che l'insiem¥¢dei mondi in cui una formula e
falsa € il complemento dellinsiem& dei mondi in cui essa e vera.
Supponiamo invece di volere rappresentare le irdaromi (eventualmente
incomplete o contraddittorie) che si possono asettBuniverso. In tale caso
spostiamo I'attenzione da “essere vero” a “sapdre € vero” e quando
scriviamov(a) = (X,Y) intendiamo dire che
- riteniamo che in tutti i mondi iX a & vera
- riteniamo che in tutti i mondi iN ¢ e falsa.
Tuttavia potrebbe accadere che in un mondoon si sappia se € vera o
meno e quindi chevIXY. Inoltre, potrebbe esistere un mondan cui le
informazioni ricevute circa la validita @ sono contraddittorie, nel senso che
portano sia ad affermare che a negardn tale casovIXnY. In definitiva
ogni possibile coppia di sottoinsiemi Wl pud essere una valutazione di una
formula e cio suggerisce di considerare il birdacprodotto diP(W) per se

stesso. Ricordiamo che tale bireticolo sara uguala strutturaBy =
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(P(W)xP(W), <, <) dove i due ordinament; e <x sono definiti nel seguente
modo per ogniX,Y), X' ,Y’) € PW)xP(W)

X, V)< (X,Y) « XcX eY' CY

X,Y) (X ,Y) = XcX eYCY..

Diremo, quindi, che una proposizioaecon valore di verita)(,Y) € meno vera
di una proposiziong con valore di veritaX(’,Y’), quando essa € vera in meno
mondi dif, e falsa in piu mondi ¢f.

Diremo, poi, che abbiamo piu informazioni Suispetto aa, se sappiamo che
[ € vera ogni volta che lo@e falsa tutte le volte in cur e falsa.

Le quattro operazioni di bireticolo associate & dulinaments; , <x SOno

XY)OX,Y)=XnX,YOY)
XY)OX,Y)=XOX,YnY)
XY XYY = (Xn XY Y)
XY) +X,Y)=(XOX,yoy)

Il minimo ed il massimo rispetto al primo ordinanterche chiamiamo Falso e
Vero, saranno rispettivamente:
F=({,W) V=(W/L)

Assegnare ad una formutail valore F rappresenta il fatto che I'insieme dei
mondi in cui I'affermazionax € vera e l'insieme vuoto, mentre I'insieme dei
mondi in cui essa é falsa e tutto I'universo.

Assegnare il valore/ rappresenta il fatto che I'insieme dei mondi in cu
I'affermazionea é vera é tutto 'universo, mentre I'insieme deindoin cui

essa e falsa e I'insieme vuoto.

Il minimo ed il massimo rispetto al secondo ordieato, cioe lo Sconosciuto

(O) e il Contraddittorio ), saranno rispettivamente:

O=@n) 17=WW
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Il valore (/7,/7) significa che sia I'insieme dei mondi in cui s&po chea é
vera che I'insieme dei mondi in cui essa é fals@ssaaguali all'insieme vuoto.
In altre parole siamo in presenza di completa maredi informazione.
Assegnare il valoreW,W) rappresenta il fatto che l'informazione dispolabi
su a e completamente contraddittoria: infatti significlae tale informazione

comporta cher é sia vera che falsa in tutto l'universo.

La negazione in questo particolare tipo di birdbadata da

=(X,Y) = (Y, X).
SeX rappresenta I'insieme dei mondi in cui sappiam® wha proposizione
vera eY é l'insieme dei mondi in cui sappiamo che falsa, allora possiamo
concludere ch& e I'insieme dei mondi in cui sappiamo che e vera, mentre

X é costituito dai mondi in cui sappiamo che e falsa.

Concludiamo questo paragrafo notando che se limsM/ € costituito da un
solo mondo, alloraBy si riduce al bireticolo Four, cioe al bireticoldec
corrisponde alla logica del primo ordine.

3.5 La chiusura per i bireticoli dei mondi

Come abbiamo gia detto, introdotta la struttur&latga in grado di descrivere

i valori di verita associati alle frasi del nostieguaggio, dobbiamo essere in
grado di eseguire la deduzione usando tali valoredta.

A tale proposito introduciamo la nozione di “chitsudelle valutazioni che
assumono valori nei bireticoli. Con tale termingendiamo il processo con cui
costruire da una data valutaziogedi partenza una nuova valutazione che

tenga conto di tutto cio che e deducibilegla
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Nello studio della chiusura delle funzioni di vari piu valori, risulta molto
utile esaminare prima la chiusura delle valutazicmé assumono valori nei
bireticoli basati sull'insieme dei mondPartiamo, quindi, con il considerare |l
bireticoloBy . Una valutazione per tale bireticolo € una funeion
@:L - P(W)xP(W).

E’ evidente che la classe delle valutazioni coistitel un bireticolo che e la
potenza diretta del bireticolBy con insieme di indici inL. @ pud essere
proiettata nella prima componente, ottenendo, cwéaltra funzione

@ L PW
che associa ad ogni formutala collezione dei mondi in cui sappiamo che essa
e vera.
Diremo, quindi, chevll@ (a) se e solo se sappiamo aneé vera inw.
Quello che abbiamo appena detto pud essere fadéneierpretato come una
funzione

@ W - P(L)
che dato un mondw, produce I'insieme delle proposizioni che noi sapm
essere vere iw.

In altre parole
grw) ={a|w Ja(a)}

Prima di definire la nozione di chiusura di unauwatione, iniziamo con il dire
quando una funzione di verita viene chiamata chiDsé paragrafo 3.2 segue
che uno dei requisiti che dobbiamo richiedere & ghgw) sia chiusa
(nell'usuale senso logico) per ogni monado// W. Questo significa che ogni
formula che & deducibile da formulagfi (w) appartiene gia & (w).
Per quanto riguarda la seconda componente adlobbiamo semplicemente
richiedere che

A-a)=-¢a) OalL.
ricordando che al secondo membro con il simboladichiamo la negazione

di bireticolo.
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Questo significa che nel caso in gaé chiusa, s& € I'insieme dei mondi in
cui sappiamo che é vera € € I'insieme dei mondi in cui sappiamo che essa €
falsa, cioeg{a) = (X)Y), dobbiamo avere chg -a) = (Y,X).

Arriviamo, dunque, alla seguente definizione

Definizione 3.5.1. Consideriamaina valutazione: L — By,
1) ¢ si dira deduttivamente chiusae @%(w) & deduttivamente chiusa
(come un sottoinsieme di DwW.
2) @sidiraequilibratase@(-a) =-@(a) OallL.
Diremo che una valutazione/#-chiusase e solo se & deduttivamente chiusa ed
equilibrata.

Proposizione 3.5.1¢ é equilibrata se e solo - a)=@.(a) e @-(~a)=@.(a)

Dim. - a) =-¢a) se e solo se
(@(-a),p(-a) =~ (@(a),p(a) = (¢(a),@(a))
cioé se e solo se

p(-a)=g(a)ep(-a) =a(a)

Proposizione 3.5.2.Se @ € equilibrata allora vale la legge della doppia

negazione.

Dim. Consideriamad{--a) = (@ (--a),p(--q))
Poichégé equilibrata si ha che
@(-na) = g(-~a) = a(a)
p(~~a)=@(~a) = p(a)
Quindi
#--a)=(a(na)e(--a) =(@(a), p(a)) = da)
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Ricordiamo che nella logica classica la chiusuraudi dato insieme di
proposizioni S (sistema di assiomi) € l'insieme dei teoremi cheassono
dedurre daS Equivalentemente possiamo definire tale chiusaoceme
I'intersezione di tutti gli insiemi di formule chse per deduzione, che
contengonoS. Questa definizione ha senso perché linterseziingsiemi

deduttivamente chiusi € a sua volta un insieme ttigdmente chiuso.

Lemma 3.5.1 La classe delle valutazioni W-chiuse & un sisteinehiusura

nel reticolo delle valutazioni (rispetto all’ordim&nto<y).

Dim. Proviamo il lemma solo nel caso di due valutazfAthiuse. Facciamo

vedere che s@e y sono due valutazionl-chiuse su un bireticol8y allora

@ly/ & ancoraN-chiusa.

Iniziamo provando chei/ e equilibrata.

da)=(a(a).@(a))

y(a)=(y+(a).y-(a))

ol (a)=(p(a) n y(a), @(a) n y(a))

@l (=0) = (@(=0) n y+(=0), @(=0) n y.(~a)) =
=@(-a) ny(=0a), @(=-a) n y(--0)) =
=@(-a) n y+(-0a), g(a) n y.(a)) =
=@(a) n y.(a), @¢(a) ny:(a)) =
==(¢ly) (a)

Proviamo chepi/ & deduttivamente chiusa.

(k) “(w) ={a | W O () +(a)} =

={alwla(a)ny.(a)} =

= W) 0y W)

Dal lemma precedente segue la definizion@/gihiusura di una valutazione.
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Definizione 3.5.2.La W-chiusuradi una valutaziong definita su un bireticolo

di mondi & data da

chw (@ =[] {vIv=co eyeéW-chiush

Corollario 3.5.1. Se ¢ € una valutazione definita su un bireticolo di @tion

allora cly(¢) € W-chiusa.

Abbiamo visto che una delle condizioni affincigesia una valutazion&V-
chiusa @ che sia chiusa la funzigpg, che & stata introdotta per un particolare
tipo di bireticolo, cioeBy =P(W) x P(W) .

Fino ad ora abbiamo esaminato la nozione di chauper i bireticoli basati
sulla semantica dei mondi possibili. Volendo darma wale nozione per un
qualunque bireticolo dobbiamo procedere in modolahdefinizione dipenda
solo dagli ordini parziali<; e < e dalla negazione che caratterizzano la

struttura di bireticolo. A tale scopo proviamoelgsiente teorema.

Teorema 3.5.1.Una valutazionep € W-chiusa se e solo se sono verificate le
seguenti condizioni:

1. Se p|=q, allorag(q) > @(p),

2. @ plp2) 2k @(p1) Cp(py),

3. @=p) =-@p).

Dim. Dimostriamo che nel caso della semantica dei mpodsibili se una

valutazione éN-chiusa allora sono verificate le tre proprieta elrema. Per
ipotesi vale la propriet&(— @) = - ¢{a) che coincide con la terza proprieta del
teorema. Facciamo vedere, ora, che vale la prirogrigta. Consideriama e

Ltale chea |= S e supponiamo che

Aa)=(X,Y) edH)=(X"Y")
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doveX e l'insieme dei mondi in cur é ritenuta vera, mentieé I'insieme dei
mondi in cuia e ritenuta falsa.

X’ rappresenta lI'insieme dei mondi in ¢ggié ritenuta vera, menti é

I'insieme dei mondi in cyB é ritenuta falsa. In altre parofé e I'insieme dei
mondi in cui sappiamo che S e vera, mentrX’ e costituito dai mondi in cui
sappiamo che S é falsa. Poich@|= S possiamo dire chE0X' e Y'Y,

questo equivale a dire clgd) > f a).

Facciamo vedere, infine, che vale la seconda ptégpdel teorema. Poniamo
da)=(X,Y), dB)=(X,Y") e dadp) = (R,9, quindiga)[@L) = (Xn X', YnY’).
Siawld Xn X', cioéw & un mondo in cui riteniamo vere greche . Quindi q,
B0 ¢’.(w) che per ipotesé deduttivamente chiusa, allora possiamo dire che
ancheaB O ¢ (w), cio@ w & un mondo in cui riteniamo ver]B. In altre
parole wCIR. Abbiamo fatto vedere, cosi, chén X' /7 R. Allo stesso modo
possiamo dire ch¥nY’/7S. Abbiamo dimostrato, quindi, ch&(9 > ( Xn X',
YnY’) cioé g alp)>« g a) D).

Dimostriamo, adesso, che se valgono le tre comliziel teorema allora é
W-chiusa, cioe dobbiamo far vedere che sono vet#ida proprieta della
definizione 3.5.1. Per ipotesi sappiamo, gia, ch& Pa proprietag(-a) =

- ¢(a). Facciamo, vedere cheg,(w) & deduttivamente chiusa. PostgC]

@ (W) cona |= B, iniziamo dimostrando chancheB O ¢ (w). Poichéa |= £
dalla prima condizione del teorema sappiamo @) > ¢a). Allora
wla(a)O@(H), quindi fO¢%(w). Consideriamo, orag,S0¢%(w). Per la
seconda condizione del teoremg@f)>« & a) A P) e quindiwll@ (a)n @ (D)

0 @ (adp). In altre paroleadB0 ¢ (w). Iterando il procedimento si ha che se
A, ... a0 ¢ (w) allora ancheaiO ...... Oan0 @%(W). Se, inoltre, an0
...... Oan |=4 allora, per quello che abbiamo gia dimostratos@wso dire che

anchefd ¢ (w). In conclusiones’ (w) & deduttivamente chiusa.
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Tale teorema suggerisce di estendere la definizlomalutazione chiusa ad un

qualunque bireticolo al modo seguente.

Definizione 3.5.3.Dato un qualunque bireticolo, una valutaziapesi dice
chiusase :

1. Se pl=q, allorag(q) >t @(p),

2. @ p0p2) 2k @(pa) Cp(p2),

3. @(~p) =~@p).

La proprieta 1 ci dice che pd= g, alloraq dovra essere vera almeno qugmto
La proprieta 2 afferma che la nostra conoscenza ecina congiunzione deve
essere almeno pari alla conoscenza che abbian@oi @hegoli congiungenti.
Per rendere piu chiare queste due proprieta poesire un esempio:
consideriamo la situazione in cgip) = ¢ —~p) = 0. Abbiamo chegp) O« —p)

= [, mentre ¢gp O -p) = F. Poiché] rappresenta la mancanza di informazioni
saraF > 0. Possiamo concludere, quindi, che abbiamo piu indaiomi sulla
congiunzionep [0 —p, di quante ne possiamo ricavare dai valori ditaedei
singoli congiungentp e -p.

In questo caso, poiché |= =(p O —p), dalla proprieta 1 avremo chg-(p O
=-p)] >V 0Op, quindi sarag —(p O -p)] = V. Dalla terza proprieta otterremo,
infine, gp O -p) =F.

Il teorema 3.5.1. ci permette di dare il segueateema

Teorema 3.5.2Nel caso della semantica dei mondi possibili

cw(@ =[] {vlv=co ey e chiush

Questa caratterizzazione dell’'operatorey ca differenza di quella che
ritroviamo nella definizione 3.5.2, dipende soldl@aozioni interne alla teoria

dei bireticoli, cioe solo dalle relaziogi e<; e dalla negazione.
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Capitolo 4
ALGORITMI DI CHIUSURA E PUNTI

FISSI

4.1 Operatore di deduzione e operatore di

confutazione

Nel capitolo precedente abbiamo introdotto la noidi “valutazione chiusa”
e in particolare abbiamo studiato tale nozioneanelasse dei bireticoli dei
mondi possibili. Sempre per tale classe, in quesafmtolo, ci proponiamo di
dimostrare un teorema di punto fisso che permattaldolare le valutazioni
chiuse generate da una data valutazione e cheséernna sorta di processo di
deduzione per le logiche considerate.

Supponiamo ché& sia lI'insieme delle formule del calcolo proposizte eB
sia l'algebra di BooleP(W) dove W € l'insieme dei casi passati oppure
I'insieme i cui elementi sono i mondi della semeatdi Kripke. In Gerla
[Fuzzy Logic Mathematical Tools for Approximate Reasoning, Z0Gi

propone la seguente nozione di operatore di dedazio

Definizione 4.1.1L’ operatore di deduzion®:BF - B si definisce ponendo,
per ogni fuzzy sottoinsieme (B-sottoinsieme) difate v,
D(v)(a) =W  sex € una tautologia e

D(v)(a) =0{ v(ay) n ..... N V(Op): O1,....... Qan Fa} altrimenti.

Possiamo interpretarga) come I'insieme dei mondi in cui sappiamo ahe

vera, oppure come l'insieme dei casi passati irabbiamo constatato chiee
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vera D(v)(a) rappresenta, invece, l'insieme dei mondi (0 d&si assati) in
cui l'informazione fornita da e sufficiente a provare.

Per il reticoloB" utilizzeremo le notazioni insiemistictre O al posto di quelle
di teoria dei reticoll], [

Da notare che € un punto fisso dD se e solo s®(v)yv, cioé se e solo se
vin) n ... n v(ay) O v(a) per ogniay,....... ,antali cheay,....... an Fa. In
altre parole deve accadere akie) contiene non solo i mondi in cui so che
vera ma anche tutti i mondi in cui le informaziahsponibili consentono di

provarea. Non é difficile provare chB & un operatore di chiusura.

Proposizione 4.1.1L'operatore D é di chiusura, cioé
)] D(v)Ov

i) vv =D(v) O D(v) (monotonia)

i)  D(D(v)) = D(v)

Definizione 4.1.2 Chiamiamogrado di inconsistenzdi v il valore Booleano

Inc(v) = naor D(V)(Q).

Data una contraddiziong Inc(v) = D(v)(a), dovelnc(v) e I'insieme dei mondi

in cui I'informazione € inconsistente.

Definizione 4.1.3.Diciamo che v &otalmente consistense Inc(v) =1, e che
v ecompletase, per ogni formula,

D(v)(a)0 D(V)(=a) = W

Proposizione 4.1.2Sia v una B-valutazione cee 3 formule. Allora
) af B = D(v)(a) O D(v)(B).
i) a =B = D(v)(a) = D(v)(B) (compatibilita con I'equivalenza logica).
i) D(v)(a OB) = D(v)(@) n D(V)(B).
iv)  D(v)(a OB) O D(v)(a) O D(V)(B).
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Dim. i), ii) e iv) sono evidenti. Proviamo la iii).

D(v)(a) n D(V)(B)

=({v(n) n...0 v(an): a1yeian Fa}) 0 (O{V(BL) n...0o (B): Buy----Ga FB)
={ () n... n (an)n V(B1) n....00 (B) : O1,....0n FO € L,....5 F B}
=0 v(X0) N 0 V(X)) © X, b F O €X,. 000 O

=0{ v(X0) N... 0 V(%) * X, % Fa 0B} =D(V)(allp) .

Proposizione 4.1.3.Per ogni mondo WW, l'insieme {a : wlD(v)(a)} e

deduttivamente chiuso.

Dim. Supponiamo cheanr,....an[{a . wiOD(v)(@)} e che sn...Oa, | B,

dobbiamo far vedere cheg8{a : wlOD(v)(a)}. Poiché m,...an{a :

wlD(v)(a)} si ha che wOD(V)(a),....wOD(v)(an). Dalla iii) della
proposizione 4.1.2. segue chelD(V)(a)n....nD(V)(an) = D(v)(aO....Oay)

per cuia..Oa, O{ a : wOD(V)(@)}. Per ipotesiai...Oay, | B e, per la i)
della proposizione 4.1.2w0 D(V)(all....Oan)0 D(V)(H), quindi possiamo
concludere dicendo ch@{ a : wCID(v)(a)}.

E’ possibile anche definire un operat@reche in un certo senso & il dualeXdi

Definizione 4.1.4. Chiamiamo operatore di confutaziond'operatore D
ottenuto ponendo
D*(v)(a) =W  sex € una contraddizione e

D*(v)(a) = 0O{v(a) n ..... N V(ap): = 01,....... - an -0} altrimenti.

In tale caso interpretiame{a@) come l'insieme dei mondi (o dei casi pasati) in
cui sappiamo cher & falsa.D"(v)(a) rappresenta, invece, l'insieme dei mondi

in cui I'informazione fornita da é sufficiente a confutare
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Proposizione 4.1.4.L’operatore D*verifica le seguenti proprieta
) D*(v) Ov

i) vOV = D*(v) O D*(V") (monotonia)

Proposizione 4.1.5 Se v{1) = v(-=—(a)) allora risulta che
D'(v)(a) = D(v)(~0)

dove
vV (B) = v(-=p).

Dim.

DV)(-a)=0{ v*(a) n ..... nvi(ay) ..., an F-a}
FHv(-) n ... NVv(—an):ay......., an F-a}
FHv(=-m;) n .. NnVv(D-ay)  ~a,......., o F-a}
Fv(a) n ... nviay :-ay,......., Sy -0}

E’ evidente ch®’(v) & compatibile con I'equivalenza logica. | putigisf diD’

sono le valutazionv tali che v(a1)n ..... n v(an) O v(a) per ogniay,...,a tali

4.2 Teorema fondamentale sulle valutazioni

chiuse

Ricordiamo che coBy abbiamo indicato il bireticolo prodotto dell’algabdi
Boole P(W) per se stessa. In tale bireticoli & interessatesiderare |l

seguente operatore.
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Definizione 4.2.1Indichiamo con K : B" - Bw" 'operatore che associa ad
ogni valutazionep : F- By la valutazione

K(9) = (D(@:), D'(9.).
Indichiamo con H l'operatore che associa ad oghitaaione@ : F- By la

valutazione Hg): F- By definita ponendo

H(@)(a) = (e(a)U@(=a), e(~a)Ue(a)).

Siamo interessati alla composizione di tali operatcioe all’operatore

T :Bw' - Bw' definito ponendo

T(@)(a) = HK(@)(@) = (D(@)(a)ID*(@)(=a), D*(@)(@)ID(@)(= ).

Teorema 4.2.1. (teorema fondamentale sulle valutami chiuse).
Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

a) ¢eé una valutazione chiusa

b) @é un punto fisso sia di H che di K

c) @eé un punto fisso di T =4K.

Dim. Iniziamo facendo veder che vadg = b) Supponiamo chep sia una
valutazione chiusa. Allora essendo deduttivamente chiusaD(@) =@.
Inoltre, essend@equilibrata,

@ (~a)=p(--~a)=ga) = a(-a)
e quindi per la legge di doppia negazigne= @ . Pertanto

D'(@)(a) = D(¢)(=a) = D(@)(~0) = @(~a) = @(a).

Quindi

K(@ = O(), D' (p) = (@.0)= 9
In altre parolepé un punto fisso péf.
Per provare la chiusura rispeticosserviamo che, essengequilibrata,

a(-a)=g(a)ep(-a) =ala),

da questo segue che
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a(-aUa(a) = ¢(a) e ap(a)Ua(-a)=¢@(a).

Risulta, allora, verificata I'uguaglianza

H(@(a) = (@(a)0a(-a), p(-a)Ue(a) = (¢ (a),¢(a)),
cioé @e un punto fisso pet.
Proviamo cheb) = a). Supponiamo ch@sia un punto fisso di entrambi gli
operatori, allora dal fatto chgé punto fisso dK si ricava che

K(@ = O(a), D'(¢) = 9= (#.¢)

e quindiD(@) =¢.. Cio comporta cheé deduttivamente chiusa. Dal fatto
che geé punto fisso dH si ricava che, per ogni formuta

H(@(a) = (@(a)0a(-a), p(-a)Ua(a)) = (¢ (a),¢(a))
e quindi

a(a)Ua(-a) = a(a) ea(-ala(a) = ¢(a). 1)
Applicando tali eguaglianze alla formufaz,

p-alaG--~a)=a(-a) ea(--ala-a)=e(-a). (2
Stante la compatibilita dig e ¢ con I'equivalenza logica, da (1) e (2) si ha
che
p(~a)=a(--a)le(-a) = a(@Ua-a) = a(a)
a(-a)=a(-ala--a) = a(-alala) = ¢(a)
cioe @ e equilibrata, in altre parole valgoledue uguaglianze
@a(~a)=gp(a)ep(-a) = a(a).

Poiché abbiamo dimostrato che e deduttivamente chiusa ed equilibrata,

possiamo concludere dicendo ape chiusa.

Dimostriamo, ora, chb) = c). Supponiamo cheysia un punto fissdi H e di
K. Essendapun punto fisso dK si ha chel(¢g = H(K(®) = H(¢. Poichégeée
anche un punto fisso #, allora T(¢ = H(@ = @ Quindi g& anche un punto
fisso diT.
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Infine proviamo che&) = b). Supponiamo chesia un punto fisso di, cioe
T(@(a) = O(@a)(@)0D*(g)(- a), D*(@)(a)ID(@)(~ a)) = (¢(a),@(a))
Si ha ched(¢)(a)ID*(@)(- a) = @(a) e D*(@)(a)0D(@) (- a) =¢.(a), da
cui segue chea 0 D(@) e @O D*(q@).
Dalla proposizione 4.1.1 sappiamo apel ]l D(@ ), e per la proposizione 4.1.4.
vale anchep O D*(¢@). Possiamo, allora, dire clgg =D(¢@) e @.= D*(@). In
altre parole
K@ =D(@),D(9) = (@ @)= ¢
cioé @e un punto fisso pef.
Inoltre H(K(@) = H(¢®. Per ipotesi si ha che= T(¢@ = H(K(®) = H(®.

Essendap=H(¢ possiamo concludere clgg anche un punto fisso pldr

Il teorema che abbiamo appena dimostrato fa smodéamnostra attenzione
sull’'operatore T, in particolare sulla ricerca dei suoi punti fisuesto

problema viene affrontato nei dettagli nel sucaasparagrafo.

4.3 Teorema di punto fisso

Nel paragrafo precedente abbiamo definito due ¢perd e K, ed un terzo
operatoreT dato dalla composizione dei primi due. In genefaleon & un
operatore di chiusura, ma abbiamo visto che unatazbneg é chiusa se e
solo se2 un punto unito di tale operatore. Il nostro peofh diventa, quindi,
quello di trovare come sono fatti i punti fissiTi A tale scopo dimostriamo

alcune proprieta che sono verificateTda

Proposizione 4.3.1.Per ogni valutazione, T(q) > .
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Dim. Dalla proposizione 4.1.1 sappiamo apell D(¢@), e per la proposizione

4.1.4.vale anchep 0 D*(¢@). Quindi
T(9)(a) = O(a)(a)UD*(g)(- a), D*(@)(a)ID(a )(~ a))
2 (p(a)0a(-a),@(a)Da(-a)
Poichéea(a)Uq@(-a) 0 @ e @(a)0@(-a) O @(a), possiamo concludere che

(p(a)U@(-a), p(a)U@(-a) 2« (a(a), @(a)) = Ha).
In altre parol€el(¢@) >k @

Proposizione 4.3.2L'operatore T € monotono rispetto I'ordinamenta

Dim. Consideriamo due valutaziog e ¢ tali cheg <« ¢, dimostriamo che
T(@ < T(¢). La disuguaglianzada) <k Q) puo essere scritta anche nel
seguente modag(a), @(a)) <k (¢:(a), ¢.(a)) da cui segue ch@(a) O ¢ (a)
e @(a) 0 y(a). Poiché quest'ultima affermazione vale per ogniallora vale
anche pera, cioe @g(-a) O ¢:(-a) e @(-a) O ¢(-a). La proposizione
4.1.1 ela proposizione 4.1.4i assicurano rispettivamente la monotoni® a
di D* , allora

D(¢)(a)ID*(¢2)(= @) O D(¢)(a)UD* (¢)(- ),

e

D*(@)(a)ID(@)(-~ a) U D*(¢)(a)ID(¢1) (- a).

Quindi
T(9)(a) = (D(@)(@)0D*(¢)(- a), D*(@)(a)ID(a)(-~ a))
< (D(¢)(a)ID* (¢)(= @), D(¢)(a)TID(¢)(— @) = T(¢)(a).

In altre parolel(@ <« T(¢).

Proposizione 4.3.3SiaD che D sono operatori continui nel reticolo completo
e completamente distributivo P(%)
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Dim. Consideriamo una successione di valutaziofj,fn crescente dove
Vh:F - P(W) On/ZN. Proviamo che

Onn D(Vh) = D(Unn Vn).
Ora osserviamo che essendo la famiglia di valutezicescente, un valore del
tipo V(1) N ... N Vns( ) € maggiorato den(an) N ..... N Vp(as) doven =
Max{n(1),...n(s)}. Pertanto, tenendo conto della proprieta istiva,

otteniamo che

D(Onn Vo) (@) = O{(Onen Ve)(an) N ... N (O Vo)(O9) & ;... ... s | a}
E{ On,...nsWnf(a1) N ... RS CAD 2 . ,as | a}
E{Onn(Va(a1) N ... Nnvn(ay)):a,....... ,as | a}

Elon (O{ Va(an) n ... N Vn(as) @ m,....... ,as Fa})

E'nﬂ\] D(Vn) (O’).
Allo stesso modo si puo dimostrare la continuit®#li

Proposizione 4.3.4K : By" — Bw" & un operatore continuo rispettag

Dim. Consideriamo la succession®)fn = ((@", @) n-n € supponiamo che
sia crescente rispetto I'ordinamentp Allora sono crescenti anche le famiglie
(@™ nn € (@") e, inoltre si ha che
Onen @ = Onen (@7 @7) = @Onen 67 Onene: @),
dove con il simbolo insiemisticdl abbiamo indicato I'estremo superiore
rispetto all’ordinamentet,. Proviamo che
K(Onn @) = Onen K(@).
Dalla continuita dD e D* si ha che
Onen K(@) = Onen (D(627), D*(27)

= ([Onen D(@"), Onon D*(27)

= O(@nn @), D*(Onn @)

= v K().



-64 -

Proposizione 4.3.5H : By — Bw" & un operatore continuo rispetteg

Dim. Consideriamo la successione cresceti A= ((&", @"))nn € tenendo

conto che, per la crescenza

(Dnens (@"(@) O @"(~ 0) <k (@™ (@) O @M M3 (- a)
abbiamo che

H(Onn @)(@) =(Onen @)@ D(0nn @) (= @), (Onen @)= Q)0 (0nng")(@))
=Unn (@"(a) O @"(= 0)), Onn (6" 0) 0 @2'(a)) )
v (p%(@) 0 @'(-a), @"(~a) 0 @'(a) )
Enen H(G).

Proposizione 4.3.6T e continuo.

Dim. Basta osservare che il prodotto di due operatonticui € ancora un
operatore continuo. Pill direttamente data la ssemes crescenteg) nn =

((@", @") ) nrn, per la continuita dk eH si ha
Onen (@) = Onen HIK(@) = HOnen K(@)) = HK(Onen @) = T(Onew @),

Proposizione 4.2.7Per ogni valutaziongrisulta che

T(O non TY(Q) = 0 non T(TY(@).

Dim. Iniziamo vedendo come & definita la successiah@))nn.
™Y =T(9,
(9 =T(T(9),

(9 = T(T"(9).
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Tale successione {{())non € crescente rispetto 'ordinamentp Infatti T(@))
> @ e per la monotonia df, TA@=« T(¢). Ripetendo tale osservazione, si
prova che T(¢)) =« T"(¢)) e quindi che la successione & crescente. Inqiee
la continuita diT, ponendo
¢'=T(9 On[N,
risulta
T(Onn T(D) =TOnen @) = Onen T(P) = Onen T(T(H).

Teorema 4.3.1. Sia@ una valutazione , allor@,n T"(¢) € un punto fisso per

T, precisamente il minimo punto fisso maggior@diispetto>y).

Dim. Basta osservare che
T(Onon T(@) = Onen T(T(D)

e TV(Q

Elan TY(9.
E’ owio che @< Onn T'(@). Per mostrare ch@nnT'(¢@) € il minimo punto
unito di T maggiore dig(rispetto>y), supponiamo che/ siaun punto fisso df,
tale chep<cy. Allora, per la monotonia dI, T(¢9) <k T(¢) = ¢. Da tale
disuguaglianza, ancora per la monotonial dii ha cheT(¢) <« T(¢) = .
Proseguendo in questo modo si prova tHe) <« ¢ per ogninN e quindi

Dnﬂ\l Tn(@ <k l/’ .
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