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CAPITOLO 3.
MACCHINE A MEMORIA INFINITA

1. La computabilita per i matematici: terne di Peam e ricorsione

Abbiamo visto come il tentativo di definire la nomée di “macchina che effettua calcoli” tramite azione

di automa finito sia fallito. Infatti anche funzioohe a noi appaiono sicuramente computabili, cdme
prodotto o la radice, non possono essere calctiateite un automa finito. Pertanto, per potere roast
una teoria della computabilita, appare necessanjgiare in maniera adeguata la nozione di "macchima
modo da ottenere macchine in grado di calcolarei fgmeione che a noi appare in qualche modo
calcolabile. Faremo questo in seguito, prima pergliamo di analizzare che cosa usualmente i méitgma
intendono con I'espressione “calcolabile”. Per fgtesto cominciamo con 'osservare che, come alibiam
visto con le varie forme di abachi, i primi calcolie sono stati fatti dal’'uomo sono stati cal¢atidizioni o
moltiplicazioni) con sassolini, palline od altra bgni caso calcoli con oggetti capaci di rappreseni
numeri naturali. Allora in questo paragrafo esamimy come sia possibile definire i numeri naturkli.
punto di partenza &, come €& noto, la nozione dater Peano.

Definizione 1.1.Diciamo che una struttura algebric $ucg z,) consucc S— Soperazione 1-aria ®[S é
unaterna di Peanae sono verificati i seguenti assiomi:
P1 succ S- Seé una funzione iniettiva chiamdtazione successare
P2 2z OsucdS), cioéz, non € il successivo di nessun elemento
P3 per ogni sottoinsiemb di S
gD esucdD) UD=D=S

P3 prende il nome dorincipio di induzionee rende possibile un potente metodo dimostrakivatti in base
a tale proprieta & possibile dimostrare la seguertigosizione.

Proposizione 1.2. (Principio di induzione)Supponiamo che una proprie®asia definita in una terna di
Peano §succzy) e che:

a) P sia verificata da,

b) seP e verificata da allora & verificata daucgx).
Allora possiamo asserire cRe2 verificata per ogni]S

Dim. SiaD l'insieme degli elementi che verificai allora, per la proprietd), D contienez, inoltre, per la
proprieta b), risulta chseucD) O D. Pertanto in base all'assiorR8, tale insieme coincide cdh

L'applicazione del principio di induzione pud esserisualizzata al modo seguente. Consideriamo la
seguente figura in cui i pezzi del gioco dominos@oggiati su di un tavolo (infinito) uno dopo tia.
Indichiamo il primo pezzo della fila can. Vale la regola che se un pezzo cade (a destrapallpezzo
successivo cade.

OxCadéx) - Cad€sucgx)).
Poi supponiamo che si verifichi

Caddz)
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Allora € evidente che valéxCad€Xx), cioé che tutti i pezzi cadono.

AT —

Esempi di terne di PeanoNon é difficile trovare esempi di terne di Peampeffetti tutti i sistemi utilizzati
dall' uomo per "contare" sono esempi di terne @inde

Terne di Peano e tacche di legr@e per contare le pecore di un gregge gli uonmimiifivi utilizzavano
delle tacche su di un pezzo di legno, allora B delle possibili tacche su un pezzo di legnditacsce
un esempio di terna di Peano. In tale caso un péiziegno senza tacche rappresenta il primo element
I'operazione di aggiungere una tacca € |'operazaneessore.

Terne di Peano e paroléin esempio simile si ottiene considerando lingieSrdelle "parole” del tipo
0$$$$3$, cioé parole che iniziano con 0 e che segait da un certo numero di $. Inoltre per ogmolaax

in S, possiamo porrsucgx) = x$. Allora & subito visto cheSfsucg0) & una terna di Peano.

Terne di Peano e scatole con biglRossiamo considerare anche l'insieme i cui elénsmo barattoli
contenenti biglie di vetro. Un barattolo vuoto é¢gponde allo zero. L'operazione di aggiungere uiggico
alle biglie di un barattolo corrisponde all’'ope@® di successivo.

Naturalmente tali esempi non sono di tipo matetnaé se volessimo essere piu rigorosi dovremmo
procedere a qualche forma di “idealizzazione”. Quesgnifica che dovremmo immaginare che esistano
infiniti possibili pezzi di legno, almeno uno pegro possibile sequenza di tacche. Inoltre se dueimb
legno hanno tre tacche, allora devono essere amasiccquivalenti, cioé rappresentativi di un soggetto
(il numero 3).

Il seguente teorema dimostra che tutte le terri@edno sono isomorfe tra loro e che quindi ci si iiiedire
indifferentemente ad una oppure ad un altra.

Teorema 1.3.Tutte le terne di Peano sono isomorfe tra loro.

Dim. Siano § s, z) e S s, z) due terne di Peano e consideriamo la funzforg—~Sdefinita ponendo
f(z0) =20 ; f(s(x)) = S(f(x)).

Allora per il principio di induzionef & definita per ognix 0 S Per costruziond risulta essere un
omomorfismo. Per provare che suriettiva dobbiamo consideriamo il suo condoaiit$). E’ evidente che
f(S) contienez, e che se contiene un elemeff® contiene anche il suo successivo. Quifff) = S. Per
provare ché & iniettiva poniamdX = {x OS: f(x') = f(x) = x’ = x}. Allora z,0X, infatti sef(x’) =f(z) =z €
con X' #z allora dettca tale ches(a) = x’ avremmo che, = f(x’) =f(s(a)) = 5(f(a)). Cid e assurdo poictg
non puo essere successore di nessun eleme8t®mviamo ora I'implicaziongX = s(x) OX e siax’ tale
chef(x’) = f(s(x)) = s(f(x)) . Sex’ fosse uguale & Sex’ = s(x”) allora sarebbg(f(x")) = f(s(x”)) =f(x’) =
s(f(x)) e quindi, per la iniettivita &, f(x”) = f(x). Per ipotesi di induzione cid comporta ofie= x e quindi
chex’ = g(x”) =(x). Cio prova chex(x) OX.
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Nel seguito indicheremo caN I'insieme degli elementi di una terna di Peanoltheol'elementaz, viene
indicato con Osucd0) viene denotato con $ucdl) viene denotato con 2 e cosi via. Inoltre altpat
scriveresucgX) scriviamox+1 anche se l'operazione di addizione deve esseoeadefinita.

2. Le funzioni primitive ricorsive.
Data una terna di PeaMy passiamo ora a definire la classe delle funzommiputabili inN. Per fare cio
procederemo al modo seguente:

i) Faremo un elenco di alcune funzioni che tuitic disposti a ritenere computabili (come l'addigiola
moltiplicazione ed altro).

ii) Indicheremo alcuni procedimenti che permettali@ostruire nuove funzioni computabili a partire d
date funzioni computabili (potrebbero essere lapasizione o I'addizione di due funzioni e cosi via)

iii) Chiameremo poi "computabili” tutte le funzioohe si possono ottenere a partire dalle funziate éh
i) tramite applicazioni reiterate dei procedimentlicati in ii).

Nell'elenco suggerito da i) naturalmente mettiarmofunzionesucc: N — N . E' inutile mettere
esplicitamente l'addizione e la moltiplicaziondatti in ogni terna di Peano tali operazioni, clematiamo
consome pro sono definibili al modo seguente:
sonfx,Xg) = X ; sor(x,sucdy)) = sucgsonix.y)). (2.1)
pro(x, Xo) =Xo ; Pro(x, sucgy)) =son{pro(xy).x). (2.2)
Un tale modo di definire le funzioni viene detfter ricorsionee verra esaminato piu in avanti. Possono
naturalmente essere utilizzate le notazioni pitilfarn
songx,0) =x ; son(x,y+1) =son{xy)+1. (2.3)
pro(x,0) =0 ; pro(x,y+1) =pro(x,y)+x. (2.4)

Proposizione 2.11 e operazionsome pro (addizione e moltiplicazione) sono definite per iogaore degli
inputx edy.

Dim. Fissiamax e consideriamo I'insiemB = {y[IN : sorr(x,y) & definita}. Allora la prima equazione in
(2.1) comporta chegD. La seconda equazione cledD = sucdcy)OD. Applicando il principio di
induzione possiamo concludere che= N e quindi chesomé definita per ognk ed ogniy. Lo stesso
ragionamento puo essere fatto per il prodotto.

Tale proposizione mostra che ogni terna di Peaadatta a tutti gli effetti a rappresentare i nuneteri.
Pertanto se un calcolatore vuole fare calcoli nichaliora:

1. deve contenere in qualche modo una terna didPean

2. deve ammettere la ricorsione.

Da notare che se provassimo ad estendere la defieizli addizione data da (2.1) ai numeri reali ci
sarebbero subito delle difficolta. Questo perch&imgeme dei numeri reali non vale il principioi d
induzione. Ad esempio il tentativo di calcolasen(1,2.5) condurrebbe a calcolasen(1,2.5), e quindi
som(1,0.5) e quindson(1,-0.5) e poson(1,-1.5) e cosi all'infinito.

La ricorsione permette di definire molte altre Ziomi. Ad esempio la funzione potenza. Piu
precisamente, se indichiarpot(a,n) la potenza in basg ed esponents, allora tale funzione & definita per
ricorsione tramite le equazioni

pot(a,0) =1 ; pot(a,n+1) =pot(a,n)xa.
In modo analogo puo essere definita la funzioneiiale. La definizione generale di funzione definper
ricorsione € la seguente.
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Definizione 2.2.Diciamo chef : N' - N & ottenuta pericorsione dalle due funzioni g(xy,...X.1) €
h(xy,...X..1,Y,Z) se valgono le seguenti equazioni:

f(X1,-.- %0-1,0) =001, --- Xn1) ;

(X, Xna, Y1) =h(Xg,-. Xo1, Vs FOXes- - Xn1,Y))-

Si assume che la funziofsia definita inxy,... X,1,y+1 solo se

- g & definita inxy,..., Xp1

- f(Xg,... Xn1,y) € definita inxg,..., X1,y

- h & definita inxy,... Xo1, ¥, f(Xg,-.- X0.1,Y)-

Ne segue che KX, ..., X.1) €h(Xy,... X1, ¥, 2) Sono totali, anchie totale.

Consideriamo ora il modo come vengono definitiolipomi, ad esempio il polinomiay+y. Appare
evidente che essi sono ottenuti "componendo” opparhente le operazioni di prodotto e somma. Ad
esempio il monomiody & del tipopro(xy), cio&, pro(pro(x,X),y), il polinomio x%+2y non & altro che
som(pro(pro(x,X),y),pro(2,y)). Un tale modo di definire nuove funzioni compataprende il nome di
composizione

Definizione 2.3.Siah una funzione adh argomenti e siang,,...gn funzioni adn argomenti, diciamo chie
€ ottenuta pecomposizionelah e g,...gn se risulta
(X0, %) = h(Qa(Xa,.. X0) 1 GrnlXa, . X))

Le considerazioni precedenti suggeriscono di prexedl modo seguente. Partiamo da pochissime fuinzio
in N che chiamiamdunzioni-basePrecisamente consideriamo le funzioni:

- successores: N — N, definita das(x) = x+1
- i-n-proiezionep” :N" N, coni < n, definita dgo"(Xy,... %) = X;
- funzione zeroz: N - N, definita daz(x) = 0 per ognkin N.

E indiscutibile che le funzioni-base sono calcdlabioltre se definiamo una funzione per ricorsiam per
composizione a partire da funzioni computabili @lquello che si ottiene & una funzione computabile

Definizione 2.4.Una funzione si dicg@rimitiva ricorsiva se si puo ottenere a partire dalle funzioni-base
tramite una (eventualmente reiterata) applicazé®ike definizioni per composizione o ricorsione.

Proposizione 2.5.Le funzioni primitive ricorsive sono totali.

Dim.. Osserviamo che le funzioni-base sono totali elalmmposizione di due funzioni totali & ancora un
funzione totale. Per quanto riguarda la ricorsiaupponiamo chg edh siano due funzioni totali e cliesia
definita per ricorsione a partire dadh, cioé che

f(X1,..-Xn-1,0) =9(X1,--- Xn1) ;

(Xe,0 X1, Y#1) =h(Xa,... X1, Yo T(Xa,00 X0 1Y)
Per provare ch&é una funzione totale, poniamo

D = {y ON: f(Xy,... X11,y) Sia definita iny per ognixg,... X1}

Allora, essendg totale, @D. Inoltre day(ID segue chey+10D. Allora per il principio di induzion® =N
e questo prova che fissati comungue.. X, € qualunque sig la funzionef & definita inx, ... Xn.1, y.

A prima vista sembrerebbe che la classe delle dmhzrimitive ricorsive sia tanto piccola da nomtenere

nemmeno le piu usuali funzioni computabili. Questmsazione & errata perché la quasi totalita delle
funzioni definite sui numeri naturali che si usarovmalmente in matematica sono primitive ricorsive.
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Teorema 2.6.L’addizione, la moltiplicazione la funzione potened il fattoriale sono primitive ricorsive.
Sono anche primitive ricorsive la funzione trasta® f(x) = x+k e la funzione costantx) = k con k
costante prefissata.

Dim. Abbiamo gia visto che l'addizione si definisce p&orsione a partire dalla funzione-base
successorela moltiplicazione si definisce per ricorsiongartire dall’addizione, la potenza a partire dalla
moltiplicazione. Se indichiamo cdatt la funzione fattoriale, allora tale funzione sffidisce tramite le
equazionifatt(0) = 1 ;fatt(y+1) = fatt(y)Ql. La funzionef(x) = x+k conk intero & primitiva ricorsiva poiché si
pud ottenere componendovolte la funzione successore con se stessa. Auhme, perk = 3, f(x) =
s(s(s(x))). La funzione costantk che associa ad ogmiil numerok & primitiva ricorsiva perché si puo
ottenere applicando prima la funzione nulla e pduhzionex+k.

Esempi.La funzionef(x;,x;) = 2x[(x,+3) & primitiva ricorsiva poiché, post{x) =y+3, coincide con

Pro(2xy, X;+3) =pro(somxy,xy).f(x)) = pro(som(ps*(xs,%z), Pr(X1.%)).f(02"(X1.%2)).
La funzionef(n)=1+2+3...+n, & primitiva ricorsiva. Infattf si definisce per ricorsione tramite le equazioni
f(1)=1, f(n+1)=f(n)+(n+1), cioé si definisce per ricorsione a partirelal@omma. Poiché la somma é
primitiva ricorsiva possiamo concludere che arfcbgrimitiva ricorsiva.

Problemi. Provare :

- che la funzione che ad ogniassocia la somma dei primiquadrati perfetti 1+2. . . 40° & primitiva
ricorsiva

- che la funzione? & primitiva ricorsiva.

3. Linguaggi equazionali e codifiche.

Nella maggior parte dei linguaggi di programmazi@neossibile definire le funzioni primitive ricovsi
usando direttamente le definizioni per composizianeper ricorsione. Chiameremequazionaleun
linguaggio in cui questo aspetto e preponderantetifico linguaggio equazionale Mathematica In un
linguaggio equazionale si parte da un alfabetadi(ad esempio I'insieme delle lettere che compaisulla
tastiera del computer). In tale alfabeto si dedividuare:

1. Una parola per la definizione delle funziorsalmente la parola :=) e simboli “(, )", “[* €]" per le
parentesi.

2. Parole da vedersi come "nomi per funzimiairie" (tra cui nomi per le funzioni-base).

3. Parole da vedersi come nomi per variabili (argso le paroled, x2,...)

4. Parole per le funzioni base.

5. Numeralicioé simboli che denotano numeri naturali.

Ad esempio, inMathematicasi accettano come numerali le rappresentazioninddicdei numeri. Come
variabili si accettano tutte le parole seguitetdattino in basso _. Come nomi di funzione si aecet tutte
le parole che iniziano con una minuscola e cosiR& le funzioni base si adottano parole cheanizicon
una maiuscola.

Definizione 3.1.Dato un linguaggio funzionale ed un nome di funegidénchiamiamodefinizione per
composiziongli f una parola del tipo
(X0, %) - = N(Qa(Xar-.. Xn), - - DX, X))
dovef, h, g,...,0m SONO nomi di funzioni &,... X, denotano variabili.
Chiamiamadefinizione per ricorsiondi f una parola del tipo
f(le---xXn-lvo) ::g(xll'--vxn-l) ; f(Xll"'xﬂ'll y+1) = h(XlV'--xXn-ll Ys f(Xll'--vXn-lvy))'

Definizione 3.2.Uno schema di calcolgper f € una successione di definizioni per ricorsion@eo

composizione la quale:
- termini con una definizione €l
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- lai-esima definizione utilizza funzioni che sono stdéfinite gia in un livello precedente o che siano
funzioni base.

Nel seguito ci riferiamo ad un linguaggio funziomaholto semplice in cui come funzioni base adottiaim
simbolos per l'operatore dsuccessorenoltre per ogni coppia di interien , con i < n, scriviamop" per
denotare la-n-proiezione Infine adottiamo il simbola per la funzione costantemente uguale a zero.

Esempio: Ad esempio il seguente & uno schema di calcoldepfeinzionef(a,x,y) = a*”

songx,0) : =x ; son(xy+1) =sucgson(x.y)).
pro(x,0) =0 ; pro(x,y+1) =sompro(x,y),X).
pot(a,0) =1 ; pot(a,n+1) =pro(pot(a,n),a).
f(a,xy) = pot(a,sonixy)).

E' evidente che ad ogni schema di calcoloffgepossibile associare una ed una sola funzioneitdein N.
Uno schema di calcolo pud essere visto come unr@mga scritto in un linguaggio in cui € permessa la
ricorsione e la composizione. E' chiaro che unaifure f & ricorsiva primitiva se e solo se esiste uno
schema di calcolo pér

Per rispondere a tale domanda dimostriamo prirseguente teorema.

Teorema 3.3.Esiste una codifica di tutti gli schemi di calcadoquindi di tutte le funzioni ricorsive
primitive.

Dim. Per dare un numero di codice a tutte le funziarorgive primitive & sufficiente dare un numero di
codice ad ogni schema di calcolo. Supponiamo dieagissegnato ad ogni lettera dell’alfabeto un ‘ogdi
costituito da una sequenza di 0 ed 1 che inizi tad in modo che tutte le sequenze abbiano laastess
lunghezzgp. Ad esempio possiamo supporre che se l'alfabentieme le lettera, b, c allora a tali lettere
sia state assegnate rispettivamente le sequenge 1001, 1111 di lunghezza Successivamente, dato uno
schema di calcolarsi puo procedere al modo seguente:

1. si sostituisce ad ogni lettera dell’alfabetariih rispettivo codice

2. si interpreta la sequenza di cifre ottenutauiesio modo come un numero intero

3. si assegna allo schema di calcagibnumeron come codice.

La corrispondenza che si definisce in tale modegss ad ogni schema di calcolo un numero intero. Da
notare che tale corrispondenza é iniettiva ma noietsiva.

Viceversa associamo ad ogni numanano schema di calcolr, tramite un processo diecodificaal modo
seguente:

1. si scrive il numera in base 2

2. si verifica che il risultato sia divisibile indzchi di lunghezz@ se questo non accade si va alla regola 5
3. si sostituisce, se possibile, ad ogni blocclefieento dell’alfabeto di cui € codice, se non ésfinke si va
ab

4. si ottiene una parola: se tale parola denotasshema di calcolo allora adviene associato tale schema
altrimenti sivaa b

5. si associa, per convenzione,radn qualunque schema di calcolo, ad esempio lo szhefativo alla
funzionen-aria costantemente uguale a zKgg,... X,) := 0.

In questo modo ad ogni intenoviene associato uno schema di caleglo

Definizione 3.4.Indichiamo corvz, lo schema di calcolo-esimo e cori, la funzione primitiva ricorsiva che
viene calcolata da.
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4. Funzioni ricorsive

Avendo dato la definizione di funzione primitivecaisiva, si pone il problema se tale definiziona si
adeguata, cioé se tutte le funzioni intuitivamectwenputabili siano primitive ricorsive. La codificelle
funzioni primitive ricorsive permette di dimostratseguente teorema:

Teorema 4.1 Esiste una funzione intuitivamente computabile rtve & primitiva ricorsiva.

Dim. Vogliamo trovare una funziong che, pur essendo intuitivamente computabile, nancade con
nessuna delle funzioni della successifing, . . . . A tale scopo, per essere sicuro €lséa diversa dé&,
sufficiente considerare una funziohehe sia diversa df in 1. Questo pud essere ottenuto ad esempio
ponendof(1) = f(1)+1. Poi, per essere sicuri chaon coincida corf,, possiamo fare in modo che in 2
assuma un valore diverso @#2). Ad esempio possiamo porf€) = f(2)+1. Appare allora naturale
considerare la funzionedefinita ponendd(n) = f,(n)+1. Tale funzione pud essere computata dal seguent
algoritmo:

i) dato un inpuh si decodifichin in modo da ottenere lo schema di calcgjcorrispondente;

i) si effettuino i calcoli indicati dar a partire dallinput, pervenendo in tale modo al numero intero

fa()

ii) si aggiunga una unita.
Essendo tutte le funziorfj totali, e non essendovi ostacoli alla decodifionei la funziond & totale.
Supponiamo per assurdo chaia primitiva ricorsiva, allora esiste un indice¢ale chef = f;. Poichéf &
ovunque definitaf sara definita anche ip ed avremmoaf(j) = fj(j) in contrasto con il fatto che, per
definizione f(j) = f(j)+1. ]

Poiché il concetto di funzione primitiva ricorsiveon si € mostrato adeguato a rappresentare quiello d
funzione computabile, siamo indotti ad ampliarelisse delle funzioni primitive ricorsive. Faremaegto
aggiungendo un nuovo modo di definire una funzicomputabile da una data funzione computabile, modo
che si basa su quello che nei linguaggi di programiome viene visto comeiclo condizionatp cioé un
blocco di istruzioni che si ripete fino a quandautata condizione non viene verificata.
Definizione 4.2.Siag : N™*_ N una funzione totale a1 argomenti. Diciamo che la funziohe N"= N
adn argomenti €& definita dg tramite il 4~operatoreo perminimalizzaziong se il valore df in xy,...x, &
dato da

f(Xg,--- %) =Min{y O N | g(Xg,-.- X0Y) = 1}
se esiste ugitale cheg(xy,...x,y) = 1, mentrd non & definita inx,... x, se un taley non esisté

La funzioneg pud essere vista come la funzione caratteristicandi proprietd® chey puo verificare o
meno, proprieta che dipende anche dai parametri,x,. SeP & una proprieta “decidibile”, cioe tale che
computabile, allora la minimalizzazione forniscepsacedimento di calcolo che consiste:

- nel controllare s@ & verificata pey = 0, cioe seg(xy,...X,,0) = 1,

- nel casd® non sia verificata si incremenyali una unita e quindi si passa a vederP geverificata da

! In tale definizione avremmo potuto anche scrivgpe,... X,,y) = 0 al posto dg(X,...X,y) = 1. La nozione di funzione
ricorsiva non sarebbe cambiata. Infatti ogni funeibottenuta dalla funzione ricorsiggptramite

f(x,... %) =Min{y O N | g(xg,... Xny) = O}
sarebbe stata ugualmente ottenuta tramite

(X0, %) =Min{y ON | g'(Xg,... Xay) = 1}
essend@’ la funzione ricorsiva definita ponend(Xy,... X»y) = 1-9(X1,-.. Xn,Y)-
Ad esempio, sg(ap,...AnX) = aX+...+aX+ 8y, allora, postd = 0, la funzioné(ay,...,a,) associa ad ogni polinomio con
coefficientia,,...,ayla sua radice intera piu piccola (se esiste). Ndmente tale funzione € definitaap...,a,solo se
ax"+...+ao ammette radici intere.
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y=1,...
- si continua in questo modo: il primo valgreer cuiP ¢ verificata viene fornito come output
- seP non é verificata per nessymuesto processo di calcolo non termina ewfinon e definita in,... X,

Questo ultimo punto evidenzia il fatto che:
la minimalizzazione pud definire una funzione palezianche a partire da funzioni totali.
Il fatto che il procedimento di calcolo indicatolldaminimalizzazione pu6 tradursi in una serienita di
operazioni & l'analogo dei loop infiniti che si poso verificare nell'esecuzione di un programma.
Dal momento che si possono presentare funzioniavamque definite, & necessario riscrivere con piu
cura le nozioni di definizione per ricorsione & pemposizione.

Definizione 4.3.Siano g(xy,...Xn1) € h(Xy,...X.1,Y,2) due funzioni (eventualmente non ovunque definite)
diciamo che : N" - N e ottenuta peficorsionedalle due funzionig(xy,... Xn.1) € h(Xy,... Xn.1,Y,Z) S€:
- ogni volta chg e definita inx,,...,x,, alloraf € definita inxg,..., X,1,0 € risulta
%1, X0.1,0) = 9%, Xna).-
- se f(xq,... Xn.1,y) € definita inx,..., X,1,y edhé definita inx,... X,1, ¥, f(X1,-.. Xn.1,y) allora
(X1, Xna, Y1) =h(Xg,-. Xo1, Vs FOXes--- Xn1,Y))-

Definizione 4.4.Siah una funzione ach argomenti e siang,,...g, funzioni adn argomenti, diciamo chie
€ ottenuta pecomposizionélah e gi,...gm Se risulta

F(Xg,--- Xn) = D(Q1(Xese-- K)o Iml(Xa, - X))
Si assume chésia definita inx,..x, solo se tutte le funziorg; sono definite iny,..x, edh & definita in
01(X1s--- Xn)s ++-Om(Xe,---Xn). Naturalmente, sk eg;,...gn Sono totali allora ancheg totale.

Definizione 4.5.Chiamiamoricorsiva ogni funzione che si possa ottenere a partireedalhzioni-base
tramite reiterata applicazione della composizisiv@rsione e minimalizzazione.

Teorema 4.6 E' possibile procedere ad una codifica di tutteifezioni ricorsive.

Dim. E' sufficiente ampliare la definizione di "schemacdlcolo" aggiungendo anche la definizione per
minimalizzazione. Successivamente si procede adcaddicazione di tutti gli schemi di calcolo e e
consente di assegnare un indice a tutte le funparziali ricorsive. 0

Nel seguito indicheremo cofi la funzione ricorsiva di indice cioé la funzione il cui schema di calcolo ha
indicei. Naturalmente due diversi schemi possono rapprasete stessa funzione ricorsiva e che quindi
puo capitare chg=f; pur essendpbz].

Nota. Non & possibile estendere la dimostrazione deléear4.1 al caso delle funzioni ricorsive. Infatti,
definiamof con il porref(x) = f,(xX)+1 e supponiamo chieabbia indicej. Allora, sef & definita inj si
perviene all'assurdo per dii) = fi(j) ef(j) =fj(j)+1. Da cio si conclude solo chaon & definita irj.

Giungiamo ora alla questione fondamentale:
la definizione di funzione parziale ricorsiva € aktanza ampia da rappresentare tutte le funzioni
intuitivamente computabili ?
In altre parole, pensiamo che i concetti dati inesja paragrafo siano adeguati a rappresentare
adeguatamente l'idea di funzione computabile? dremo su tale questione nel paragrafo 8 dopo avere
visto la questione della computabilita dal puntoviita della macchine e dove formuleremo la tesi di
Church.

5. Macchine che eseguono istruzioni: macchine astta.
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Avendo precisato, da un punto di vista matemathbe,cosa si debba intendere per funzione compatabil
pone ora il problema di dare una definizione di ¢o@na che esegue calcoli" che corrisponde a takse
di funzioni. Naturalmente vogliamo darne una defome matematica perché solo in questo modo &
possibile elaborare una teoria dei calcolatori obe sia legata all'evoluzione della tecnologiaollo fatto
che in molti punti di questi appunti compare lagbar'teorema" oppure la parola "proposizione" pppsune
che si sia fornita una definizione matematica deéchina. La nozione di automa finito proposta nglittéo
precedente & un esempio di definizione di macchiraltra parte tale definizione non & adeguata Ipbic
abbiamo visto che gli automi non sono in grado nenmondi fare le moltiplicazioni. Poiché poi tutte le
macchine che abbiano una quantita finita di menswie di fatto automi finiti e, 'unica via per dgfe un
concetto adeguato di macchina & quella di fare reatipotesi che la memoria sia finita. Inoltre dgve
ammettere che un calcolatore sia un marchingegaawabige diverse funzioni e che tali funzioni digano
dal programma che viene scritto nel calcolatoraltire parole un calcolatore lavora in due fasi:

Fase 1: scrittura di un programma inteso come wsienme finito di istruzioni da eseguire secondo un
opportuno ordine
Fase 2: esecuzione delle istruzioni presenti rajramma.

Per analizzare tali tipi di macchine supponiamosdiivere opportune “istruzioni" che debbono essere
seguite per poter calcolare la somma o il prodditibue numeri. Ad esempio, in un qualunque lingiagy
programmazione, un semplice programma che (a metaverflow" cioé a meno di segnale di mancanza di
memoria) calcoli la somma potrebbe essere il seguen

1. chiedi i numeri da addizionaxedy

2.ponis:i=x e c:=0

3. s:=st+l; c:=c+l (incrementa e c di una unita);

4. SEc=yALLORA vai a 5 ALTRIMENTI vai a 3

5. scrivis.
Le istruzioni 3 e 4 vengono ripetute fino a quaedwon sia stato incrementato di una unita un nurdéro
volte pari ady.
Un programma per il prodotto potrebbe essere:

1. chiedix edy

2. ponip:=xec:=1

3. pi=ptx ;ci=ctl;

4. SEc =y ALLORA vai a 5 ALTRIMENTIvaia 3

5. scrivi p
Per individuare una definizione generale di "macahithe esegue istruzioni" analizziamo allora lersie
che deve avere una macchina per poter eseguireapnog di tale tipo.

1. Deve poter memorizzare il valore delle variakily, s, ¢ e p. Poiché memorizzare un valore significa
per una macchina assumere un particolare statoiceétali variabili possono assumere infiniti valda
macchina deve poter assumere infiniti stati

2. Deve avere la capacita di modificare il valdedle variabili (quindi lo stato della macchinagrite
alcune operazioni (nel nostro caso parre0, aggiungere uno, aggiungeje

3. Deve essere in grado di controllare se lo statunto verifichi 0 meno una data condizione p¢erp
eseguire istruzioni condizionate del tipo SE ..L®RA ... ALTRIMENTI . .. (nel nostro caso contlale
sec=y).

In base a tali considerazioni appare naturale prepla seguente definizione di "macchina che esegue
istruzioni".

Definizione 5.1.Unamacchina astratt& definita da:
Un linguaggiocostituito da
- un insiemeC' (insieme dei nomi di condizioni o relazipni
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- un insiemd" (insieme dei nomi di operazigni

Un “hardware” costituito da

- un insiemeéM (insieme degli statb memorig

- una funzioneln dettainterprete che associa ad ogni elemento@liun sottoinsieme dM (cioé una
proprieta definita itM) ed ad ogni elemento B una funzione parziale 81 in M.

Intuitivamente un programma eseguibile da una niaachstratta € un insieme di istruzioni (scritteum
linguaggio che usa i nomi delle condizioni e defgerazioni) indicanti cosa deve fare la macchingniO
istruzione inoltre deve essere identificata da etiehetta (ad esempio un numero intero) che rapptas
I'ordine con cui le istruzioni devono essere esiegei deve anche contenere indicazioni sulla isinei
successiva da eseguire.

Definizione 5.2.Chiamiamaistruzione di assegnazionma ternai(f',j) coni ej numeri naturali ed0 F'.
Chiamiamaistruzione di salto condizionatma quadruplai,€',h,K coni, h ek naturali ec'TC'. Il numeroi
viene dettandirizzo della istruzione

Per indicare l'istruzione di assegnazioif®jj scriveremo anche:
i: m:=f(m); GOTO;.

Per indicare il salto condizionatpd(,h,K scriveremo anche :
i IFc(m THEN GOTOhELSE GOTOk.

Definizione 5.3.Un programmaé un insieme finitd® di istruzioni in cui non possono esserci due Btmi
con lo stesso indirizzo.

Per capire come una macchina infinita esegue wyramama diamo la definizione di stato corrente.

Definizione 5.4.Chiamiamostato correntauna coppiar,i) conm O M ed iON. Indichiamo corSC= MxN
I'insieme degli stati correnti.

L'idea € che in uno stato correnteij

- il numeroai sia l'indirizzo dell'istruzione che deve esserge#a

- msia lo stato della macchina.

Ogni istruzione determina una funzioneSEin SCcioé permette di passare da uno stato correntenad
altro stato corrente. Piu precisamente:

- Sia {,f',j) una istruzione di assegnazione efsiEn(f') l'interpretazione di'. Allora, I'effetto di {,f',j) & di
fare passare la macchina da uno stato corremiedllo stato correntef(fn),j). Pertanto I'esecuzione di tale
istruzione determina una modifica dello stato defiacchina e l'indicazione dell'istruzione succeasila
eseguire.

- Sia {,c',h,k) un salto condizionato e dia= In(c") l'interpretazione d¢'. Allora l'effetto di {,c',h,k) € quello
di far passare dallo stato correntei) allo stato fn,h) sem O C (cioé sem verifica la condizione'), far
passare allo statan(k) altrimenti. Pertanto I'esecuzione di una taleuione lascia immutato lo stato ma
decide quali di due possibili istruzioni sia I'iszione successiva da eseguire .

Ogni programma determina, dato uno stato di pasiemaa successione di stati successivi, successhmne
puo terminare o meno, nel modo seguente.

Definizione 5.5.Dato un programm® ed uno staten un processo di calcolo convergente di stato iniziale
m & una successione finitangi,),...,(msis) di stati correnti tali che

a) my =meij e l'indirizzo pit basso che comparePin

b) ogni stato correntary,i;) non iniziale & ottenuto dal precedent®.,( i;.,) applicando l'istruzione iR di
indirizzo ..

¢) isnon e l'indirizzo di nessuna istruzioneAn
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In tale caso si dice anche cRedato lo stato inizialen, converge in s passUn processo di calcolo non
convergent@ una successione infinita di stati correnti, (1), ("Mi2),..., tale che siano verificate a) e b).

Dato uno stato inizialen ed un programmg € univocamente definito il processo di calcolorispondente
ed, in caso di convergenza, lo stato fimaleIndicheremo coffe la funzione (non ovunque definita) tale che
fr(M) = m'se e solo se il processo di calcolo con statgaileim € convergente ed ha come stato fimale

m".

Esempio. Le definizioni date rappresentano bene l'idea ddenoo calcolatore programmabile. Tuttavia
rappresentano bene anche tutti i processi di "egaoel di istruzioni”. Ad esempio supponiamo di prere
una ricetta da un libro di cucina. Possiamo vedale ricetta come una successione di istruzioniiadj
come programm# e l'insieme delle possibili situazioni in cucinanee I'insiemeM dei possibili stati. Lo
stato inizialem, coincide con lo stato della cucina al momento insceomincia ad applicare la ricetta. Ogni
istruzione, una volta che sia stata eseguita, noadié stato della cucina. Piu precisamente umaziine di
assegnazione € una indicazione su come modificagtato della cucina; ad esempio "versa la fariela n
recipiente”, "accendi il forno" e cosi via. Le igtioni di salto condizionato servono, ad esempio, a
rappresentare istruzioni del tipo
"gira la crema fino a che non diviene sufficientaeteesolida "

in cui si presuppone che si possa controllare teitie della crema e ripetere l'istruzione "dai girata”
fino a quando la condizione "crema solida" nonosidisfatta. Un tale tipo di comportamento sara «dsc
dalle istruzioni

(n, dai una girata) nt+1, crema solida t+2,n), (n+2, spegni il fuoco).

Definizione 5.6.SianoX edY due insiemi, detti rispettivamenitesieme degli inpuédinsieme degli output
unafunzione di codific&od: X -~ M ed unaunzione di decodific®ec M - Y. Siaf : XY una funzione
parziale il cui dominio & O X. Diremo chef € computabile tramite il programmi se, dettds : M- M la
funzione computabile dal programiia

-x O D se e solo se il processo di calcolo a partir€ddXx) &€ convergente,

- f(x) = Dedfs(Codx))).

Pertanto, dato un programrRaed un inpuJX, il calcolo dif(x) avviene al modo seguente:

- si codifica l'inputx in modo da trasformarlo in uno staodx) della macchina;

- si esegue il processo di calcolo definito dagpaonmaP

- se il processo di calcolo termina nello state f5(Cod(x)), I'output €y = Deqm), cioé éla decodifica di
m.

Cod Dec
X > fp ——»f(X)

Nel seguito supporremo che in un programihai sia sempre una istruzione di assegnazione gdel ti
(i,readj) essenda l'indice pit basso del programma. L'effetto detetruzione & che se si fornisce ingut
allora lo stato corrente divien€ddx),j). Supporremo anche che vi sia una istruzioneigel {,write,)),
conj indirizzo maggiore di tutti gli indirizzi delle izizioni in P. L'effetto di tale istruzione & di fornire il
risultato del calcoloDedm) e poi di fermarsi (in quanto listruzionenon pud essere eseguita). Tali
istruzioni non fanno parte del vero e proprio appadi calcolo.

Nota. Spesso in un programma ometteremo il secondoizadidi una istruzione con la convenzione che

(i,f) e (,c',h) rappresentano le istruzioni,fim) e (,c',h,m) essendom il primo degli indirizzi in P
successivo ad A volte ometteremo anche il primo indirizzo cancbnvenzione per cui l'ordine in cui sono
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state scritte le istruzioni definisce anche l'oedafegli indirizzi. Ad esempio il programmaf(L,g’, (c',1)
che possiamo scrivere:

1. m=f(m) ; m=g'(m) ; IFc'(m) THEN GOTO 1

rappresenta il programmaf12), (2g¢',3), (3¢',1,4).

6. Macchine a registri.

Consideriamo ora una classe di macchine astragteagipresenta abbastanza bene la struttura deiatalé
realmente esistenti. In tali macchine la memoréivésa inh partir,,...r, detteregistri ed in ogni registro
pud essere scritto un numero intero. Pertanto tato & dato da unapla di numeri interi eM = N". Gli
stati della macchina saranno modificati o lettiefado riferimento al contenuto dei singoli registiper fare
questo considereremo andmévariabili" x,,... X, per denotare il contenuto dei registii..rn. Perveniamo
allora alla seguente definizione.

Definizione 6.1.Chiameremanacchina ad h registria macchina astratta cavt = N" le cui operazioni
sono:

a) aggiungere 1 al registrgin brevex; :=x+1 ;

b) copiare irr; il contenuto del registrg; in breve x:=x;

¢ ) porre inr; il numero interds; in brevex; := k.

Inoltre supponiamo che le condizioni verificabifuso:

d) ser; erjhanno lo stesso contenuto; in brewe;

e) se il contenuto dij € l'interok; in brevex=k.

Le trasformazioni a), b) e c) corrispondono allezionis:N"— N" definite rispettivamente da:
S(Xyeee Xiyeee Xn) = (Kapeee X 1,0 Xe)
S(X1yee Xinere Xn) = (Xayeee Xy Xe)
S(Xay e Xy e Xn) = (g Koo ).
Le condizioni d) ed e) agli insiemi
{(x0,0X0) 1% =} € {(Xp,... %) [ %= K}

PerX=N edY=N, cioé se si vogliono calcolare funzioniMiin N, si pud decidere di usare il registioper
gli input ed il registror, per gli output. Cio si esprime scrivendo all'inizii un programma l'istruzione
readx,) ed alla finewrite(xy). In altre parole:

Codn) = (n,0,0...)

Ded(Xg, Xz, - - Xn) ) =Xo-

PerX = NxN, cioé se si vogliono definire le funzioni NMix N in N, allora si potrebbe port@odn,m) =
(n,m,0...) eDed(X;,X,...Xn)) = Xs. Scriveremo allora allinizio del programnmmaadx;,x;) ed alla fine
write(xs). Nei programmi esposti allinizio del capitold, sono utilizzate le variabilk, y, s, ¢, p e tali
programmi sono eseguibili da macchine che abbiamgue registri. Uno stato della macchina € espresso
dalla assegnazione di cinque numeri interi alleéabgli. Riferendoci al programma della addizione, 8
forniscono gli input 5 e 3 avremo un processo ttala convergente in cui gli stati subiscono lalsage
evoluzione:

(5,3,0,0), (5.3,5,0), (5,3,6,1), (5,3,7,2), (5,3)8,

Nota. Le macchine a registri che abbiamo definito sona astrazione matematica che, come tutte le
astrazioni, riproduce solo in parte le carattesisdi delle macchine calcolatrici attualmente esistém
principale differenza con le macchine reali comsisel fatto che i registri delle macchine reali g®
contenere solo numeri al di sotto di uno dato Bmid’altra parte le macchine reali hanno memonédie
quindi sono automi finiti. Inoltre nelle macchireali viene immagazzinato in memoria anche il progra

ed il meccanismo che permette di eseguire i progriam

A proposito delle macchine a registri vale il segedondamentale teorema.
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Teorema 6.2 Le funzioni calcolabili da una macchina a registmo tutte e sole le funzioni ricorsive.

Dim. Ci limiteremo a dimostrare che ogni funzione paleziricorsiva € computabile da una macchina a
registri. Denotiamo coRR l'insieme delle funzioni computabili da una maoeha registri. Per provare il
nostro asserto proveremo che:

1. FR contiene le funzioni base

2.FRé chiuso rispetto alla composizione, alla ricorsied alla minimalizzazione.

E’ immediato che le funzioni-base appartengond-Bdinfatti la funzione proiezioneesima & calcolabile
dal programma "senza istruzioni"

readXy,Xo,...%n) ; writef).

La funzione zero si pu0 calcolare con:

readxy) ;

X :=0;

write(xy).

La funzione successore con

readx,);

Xo: =% +1;

write(xy).

Chiusura per composizione:Supponiamo ora chg,... g, edh siano funzioni irFR, chef sia stata ottenuta
per composizione daeg;,...gn Cioé che
(X0, %) = h(Qa(Xa,.. X0) s GrnlXa, . X))

e cherz,... /%, 78 Siano i programmi computanti rispettivamengte.. g ed h. Supponiamo che ciascun
programmayz inizi conreadx,...X,) € termini conwrite(y;) e cherg inizi conreadys,...ym) € termini con
write(z). Possiamo ottenere un programmscrivendo

readXy,... Xn)

7-&*

’E*

’B*
Il programmarr* € stato ottenuto da& eliminando le istruzioni di input e di output/g* si & ottenuto dag
eliminando l'istruzione di input. E' immediato daée programma calcola la funziohe

Chiusura per ricorsione: Supponiamo ché sia ottenuta per ricorsione dalle due funzigf,... X.1) €
h(xy,... Xn1,t,2) cioé che

(X1, X01,0) =9(Xe,.. Xn1)

f(Xgyeee Xn, X) = D(Xg,... X1y X, F(Xg,.00 X1, X-1)).
e supponiamo che tali funzioni siano calcolate efégamente dai programmiz (che inizia con
readx,...X,1) € termina conwrite(z)) e 7z (che inizia conreadxy,...X,1,1,2) € termina conwrite(z)). Il
programmarzche vogliamo costruire lavora al modo seguente:
- quando riceve in input i numex, ... X,4,X comincia a calcolare tramita il valorey = g(xy,...X,.1) di fin
X1, .+ Xn1,0
- successivamente utilizza tale valore per caleplaamiterz, il valoreh(xy,... Xn.1, X, f(X1,... Xn1,X-1)) di f in
X1y.+. Xn1, L
- utilizza il valore ottenuto in questo modo pelcotare il valore df in xg, ..., %n.1,2

- ripete tale processo fino a quando non ha raggiin
Piu precisamente costruiamo il programme partire dai programmg e 7z al modo seguente:

read(xy,... Xn)
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t:=0 (mette il contatoreuguale a zero)
* (calcolay = g(X4,... Xn1) = f(X1,... X1.1,0))
1 IFt=x, THEN GOTO 2 (controlla seha raggiuntog, ed in tale caso va all'istruzione 2)
t=t+1 (incrementa il contatortedi una unita)
75" (calcolay = h(xy,... Xn1,t,2))
GOTO 1: (torna all'istruzione 1 per ripetereiitlo)
2 WRITE(). (stampa il risultato e si ferma)

dove 7z* e 75* sono stati ottenuti d& e 7z eliminando le istruzioni di input e di output.
E' immediato chercalcola la funzioné.

Chiusura per minimalizzazione: Supponiamo ora che la funziorfedi n variabili sia definita per
minimalizzazione dalla funzione totajeli n+1 argomenti:
f(Xa,... X)) = min{y | g(Xq,... Xn,y) = O}

e siazz un programma per calcolageche abbia come inpuead(xy,...X,y) € come outpuivrite(z). Allora
vogliamo scrivere un programma che verifichi ger 0, 1, 2, 3 ... se risulta clggxy,...Xn,y) = 0. Il primo
valore diy per cui tale condizione € verificata viene dato eantput. A tale scopo é sufficiente considerare
il seguente programma

read(xy,... Xn)

y:=0:
1 77* (calcolavalore diz = g(xg,...%n,Y))

IFz=0THEN GOTO 2

y:=y+l

GOTO 1
2: write(y)
dove 7z* si ottiene darz eliminando l'istruzione input ed output. E’ evitkeiche tale programma compiita

c.d.d.
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7. Linguaggio macchina e linguaggi evoluti: WHILE,FOR

Definendo le macchine astratte ed in particolamadechine a registri abbiamo allo stesso tempaitefiin
relativo linguaggio di programmazione. Chiamiafimguaggio macchinaun tale tipo di linguaggio. Ora
scrivere programmi nel linguaggio macchina e altmaomplicato e di solito vengono usati linguaggi d
programmazione che si rivelano pilt maneggevolialnlinguaggi sono consentiti nuovi tipi di istioni
che poi vengono tradotte, tramite un "interpreie'sequenze di istruzioni nel linguaggio macchiQaesto
permette di esprimere in breve operazioni complessi usare un linguaggio piu vicino al linguaggio
comunemente usato dalluomo. Nel seguito, riferendtle macchine a registri, forniamo i principali
esempi.

Istruzioni condizionate: IF ... THEN...ELSE
Abbiamo gia esaminato le istruzioni di salto coraiiato del tipo IF <condizione> THENELSEm doven
edmsono etichette di istruzioni da eseguire. Un cormasihile & del tipo :

IF <condizione> THEN < istruzionil ELSE DO < istruzioni2>
dove <istruzionil> e <istruzioni2> denotano unausega di istruzioni.
L'interprete del linguaggio di programmazione tregltale istruzione nella seguente lista di istmizjger
macchine a registri:

jo: IF <condizione> THEN,IELSEi,
jl: R

i1 <istruzionil> (siesegue il blocco di istruzigsistruzionil> e poi si salta all'istruziongguccessiva a)j
i, <istruzioni2> (si esegue il blocco di istruzigsistruzioni2> e poi si salta all'istruziongguccessiva a)j

dove

iy & letichetta della prima istruzione di un sotimgramma che esegue <istruzionil> e poi rimanda
all’istruzione

i, € l'etichetta della prima istruzione di un sotmgnamma che esegue <istruzioni2> e poi rimanda
all’istruzione

Tralasciamo la scrittura precisa di tale listastiitizioni.

Cicli limitati: FOR ... TO Un altro esempio importante & listruzione dclo limitato che consiste
nell'eseguire un blocco < istruzioni> di istruziam numero predeterminato di volte. Una tale istne
assume una forma del tipo

FORj: =1to 5 DO < istruzioni> ;
L'interprete del linguaggio di programmazione tregltale istruzione nel seguente linguaggio macchina

j:==0
i j=j+l
<istruzioni>

IF j=5 THEN GOTQ, ELSE GOTOi,
i2: ...

Cicli condizionati: WHILE. Un altro tipo di istruzioni sono quelle che cortsao di ripetere un blocco di
istruzioni fino a quando una certa condizione sidficata. Una tale istruzione assume una formaigel
WHILE <condizione> DO <istruzioni> .

Dove <condizione> denota una asserzione che pweesera o falsa. Tale istruzione pud essere ttigcri
tramite il seguente blocco di istruzioni per maceha registri:
i1 IF condizione THEN GOT@Q ELSE GOTQOi;
i, <istruzione>

GOTO i
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Naturalmente, in un ciclo condizionato € possiie il ciclo si ripeta all'infinito perché <condizie> &
sempre verificata.

Il fatto che tali nuove istruzioni possono esseradotte" in istruzioni per una macchina a regigtava che
la classe delle funzioni che sono computabili dalitaguaggi evoluti non & piu grande di quella ldel
funzioni computabili dalle macchine a registri.

I due tipi di cicli corrispondono alla classe déilmzioni primitive ricorsive ed alla classe defiezioni
ricorsive.

8. La nozione di funzione computabile: tesi di Chuch

Sino ad ora abbiamo indicato due modi di intendkereomputabilita. Abbiamo definito infatti:

- la classe delle funzioni ricorsive ;

- la classe delle funzioni computabili tramite ntsice a registri;

Ora, come abbiamo enunciato e come é possibilestiiiare rigorosamente, accade tali classi coincidono
Piu in generale, allo stato attuale delle cosppssono affermare i seguenti fatti:

1. Per ogni funzione incontrata fino ad ora che sipaega essere computabile da un punto di vista
intuitivo non e stato difficile dimostrare che éaisiva (equivalentemente che esiste un programma
per una macchina a registri capace di computarla) ;

2. Ogni definizione astratta di computabilita propasiteo ad ora ha individuato una classe di funzioni
che é risultata essere la stessa delle funziomisiie.

Da questi fatti si € giunti ad un convincimento #hesotto il nome dresi di Church

Tesi di Church. La definizione matematica di funzione ricorsivae¥fettamente adeguata a rappresentare
l'idea intuitiva di funzione computabile.

Si noti che tale tesi non & un teorema e non é stiabile. Infatti essa non collega due definizioni
matematiche (come nel caso della equivalenza trdefaizione di parziale ricorsivita e computalilit
tramite le macchine a registri). La tesi collega definizione con una intuizione (quella di congtiiita) e
tale intuizione potrebbe variare da soggetto astg@ppure subire un cambiamento in epoche diverse
capire la natura di tale tesi, proviamo a scrivema tesi simile per quello che riguarda la defona di
funzione.

Tesi di Cantor sulle funzioni. La definizione di funzione data in teoria degliiemi € adeguata a
rappresentare la dipendenza di una grandezza @& an'

Prima di Cantor una tale tesi non sarebbe statettata. Si era portati a chiamare funzioni sol@uteioni
di tipo algebrico e trascendente e comunque funziocui si conoscesse una espressione analitica.
Oppure una tesi per quello che riguarda la corténui

Tesi della nozione di continuitaLa definizione di continuita data in analisi matéice (piu in generale in
topologia) & adequata a rappresentare l'idea depsm continuo.

Poiché le definizioni di funzione computabile sineodimostrate equivalenti, nel seguito useremo
I'espressione "computabile" per indicare indifféemmente che una funzione & parziale ricorsiva apgur
computabile tramite una macchina di Turing oppueentte una macchina a registri oppure tramite un
linguaggio evoluto.

Definizione 8.1.Perfunzionecomputabileintenderemo una funzione BF in N che sia computabile tramite
un programma in una macchina a registri.
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D'altra parte un qualunque linguaggio di progranmiorez pud essere sempre interpretato tramite una
macchina a registri. Quindi potremmo chiamare cdatgle una funzione che sia computabile tramite uno
dei qualunque linguaggi di programmazione esisté&tdgiche accettiamo la tesi di Church per cui tlgte
possibili definizioni di computabilitd sono equigati, nel seguito parleremo di computabilita irvebe di
computabilita. Pertanto possiamo proporre al pdgita definizione 1.1. la seguente definizione ploe
essendo meno precisa € pil intuitiva:

Definizione 8.1b.Chiamiamocomputabileuna funzione che sia computabile tramite uno quple dei
linguaggi di programmazione in commercio.

Si noti che tra chi studia la teoria della compilitg esiste una strana abitudine:
utilizzare la tesi di Church come se fosse un assio

Cio significa che ogni volta che viene descrittoprocedimento informale per il computo di una fma
allora se “appare evidente” che tale procedimengéfféttivamente eseguibile allora si accetta clreo es
possa trasformare, ad esempio, in un programmargemacchina a registri. Un tale modo di proce@ere
imposto dalla necessita di non rendere inutiimeoiaplicate e noiose le dimostrazioni e di distinguié
lavoro di ricercatore in teoria della computabili@l lavoro di programmatore. Nel seguito, per nadere
nella pedanteria, adotteremo anche noi questo miogimcedere.

Concludiamo questo paragrafo mettendo in evidedaane proprieta di “chiusura” della classe delle
funzioni computabili.

Proposizione 8.2La somma, il prodotto la differenza, di due fumzioomputabili € ancora una funzione
computabile.

Dim. Sianof e g computabili, allora esiste un programmaper computarédel tipo

readxy) ; Py ; write(y:)
ed un programma, per computarg del tipo

readx,) ; P ; write(yz)
(abbiamo indicato coR; e P, blocchi di istruzioni che costituiscomaispettivi programmi ed abbiamo fatto
in modo che una stessa variabile non compaia repdagrammi). Inoltre esiste un programmeapace di
computare la somma del tipo

readysy2); P ; write(y)
dovey é appunto la somma di pity,. Allora

readX;,Xz) ; Py ; P2 ; P write(y)
€ un programma per calcolare la somnfig;)+g(x2). Allo stesso modo si procede per il prodotto, la
differenza.

Proposizione 8.3.L’applicazione identica € una funzione computabliie composizione di due funzioni
computabili € una funzione computabile. Pertantoclesse delle funzioni computabili costituisce un

L'inversa di una funzione computabile biettiva Baufunzione computabile. Pertanto la classe delle
biezioni computabili costituisce un gruppo che esattogruppo del gruppo delle permutazioniNdi

Dim. E’ evidente che I'applicazione identica & una fonei computabile. Siarfoe g computabili, allora
esiste un programma per computarédel tipo

readxy) ; Py ; write(y:)
ed un programma, per computarg del tipo

readx,) ; P ; write(y)
Allora un programma per calcolare, dato I'inpytil valoreg(f(x;)) si ottiene “incollando” il programmas
dopo il programmaz dopo avere sostituit@ad(x;) conx;:=y;.
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. Siaf una funzione biettiva e computabile, allora un gtgm per calcolare, per oggiIN il numero
(y) si ottiene con un ciclo infinito

n:=0

n:=n+l
IF f(n) = y THEN Write() ELSE goto 1

9. Codifica dei programmi e macchine universali.

Dato un qualunque linguaggio di programmazionepssipile definire, per ogni intens, un processo di
codifica dei programmi ad ingressi in modo da associare un indiegl ogni programma comvariabili di
ingresso. Abbiamo gia visto questa tecnica quahiiaeno effettuato una codifica degli schemi di oldee
tale codifica si ottiene, piu in generale, al mgdguente:

i) ad ogni simbolo del linguaggio di programmazicsieassocia (in maniera iniettiva) come codice a
lunghezza costante una sequenza di 0 ed 1 di lurgtied iniziante con 1;

i) ad ogni programma si associa il numerig scritto in base due, che si ottiene sostituergio simbolo in

7 con il relativo codice.

In tale modo abbiamo associato ad ogni programmsuorero naturale. Viceversa $ian numero naturale,
allora:

i) si scrive il numera in base due e si divide la sequenza ottenuta icchiai lunghezzal, procedendo ad
esempio da sinistra verso destra;

i) si sostituisce ad ogni blocco di 0 ed 1 il splbdi cui € codice se tale blocco &€ un codice neest
cancellano eventuali blocchi che non sono codicieinte;

iii) se quanto ottenuto & un programma in lingiaggacchina scritto correttamente alloraiai associa
tale programma a cui si &€ anteposto l'istruzi@ael(x,,... X,) € posposto l'istruzionerite(y);

iv) se quanto appare € una scritta priva di sicgtié allora ad si associa un qualunque programma fissato
per convenzione, ad esempio il programma

ready,... X) ;
y =0
write(y).

Definizione 9.1.Indicheremo conz" il programma adh ingressi di indicei e conf" la funzionen-aria
calcolata da tale programma. Per le funzioni divaréabile ometteremo l'indice in alto.

Quindin; denota il programma con un input di codiesf; denota la funzione di una variabile di codic8i
noti che la numerazione delle funzioni computabéfinita in questo modo non é& iniettiva. Infattinog
funzione computabile ammette infiniti indici, cip&id essere computata da infiniti programmi divénssi
loro.

Proposizione 9.2. Per ogni funzione computabife I'insieme {ON | fi = f} & infinito. In altre parole
esistono infiniti programmi capaci di computére

Dim. Siazun programmaeadxy,...X,) ; ... ; write(y) computantd, allora & possibile complicare a piacere
tale programma senza cambiare la funzione da emwputata. Ad esempio, per ogni interppossiamo
considerare il programmé” che si ottiene da inserendo da qualche parteolte l'istruzionex,:=(x;+1)-1.
Tali programmi definiscono tutti la stessa funziéme hanno tutti indici diversi. ]

Chiamiamouniversaleun linguaggio di programmazione capace di computatte le funzioni totali che
siano intuitivamente computabili.
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Proposizione 9.3.Se un linguaggio di programmazione e universaleraanon si pud richiedere che
definisca programmi che siano convergenti qualursigéinput.

Dim. Basta adattare la dimostrazione del teorema inscyirova che esistono funzioni intuitivamente
computabili che non sono primitive ricorsive. Itifda funzionef definita dall’equaziond(n) = f,(n)+1 &
intuitivamente computabile. Essendo il linguaggiosivarsale, in tale linguaggio pud essere scritto un
programma che compufaDettoj l'indice di tale programma, abbiamo che f;. Se per assurdbfosse
definita inj alloraf(j) =fj(j) in contrasto con l'ipotesi per dij) = f;(j)+1. O

La possibilita di codificare tutte le funzioni cpuotabili permette di provare I'esistenza di macehin
universali cioeé macchine capaci di calcolare quglienfunzione computabile. Per definizione noi airlna
che per ognfunzione computabile allora esist@a macchina a registri capace di computarla teaom
opportuno programma. Per0 potrebbe capitare chéefogrione computabile ad variabili richieda una
macchina diversa. Allora si avrebbe la spiacevdleazgione per cui non é sufficiente avere comprato
solo calcolatore per potere fare tutti i calcolsiderati ma che esistano tipi di calcolo che ciligiaimo
all'acquisto di un calcolatore di tipo diverso. foratamente cid non accade come mostra la seguente
proposizione.

Teorema 9.4.Dato un interom, esisteun programmar (detto programma universajecomputante una
funzioneU : N"™xN- N (dettafunzione universa)etale che, per ognindice i, fi(Xs,...Xn) = U(X1,... Xmi).
Pertanto esiste una macchina a registri capacangpatare tutte le funzioni computabili mivariabili.

Dim. Riferiamoci, per comodita, al caso= 1 e consideriamo il seguente algoritmo.

1. Dato un inpuk ed un indice, decodifichiama in modo da ottenere il programma

2. Poi applichiamo tale programma all'inpug, se vi & convergenza, chiamiamo tifr,i) il risultato di tale
calcolo.

La funzioneU : NxN - N definita in questo modo & computabile quindi, lpetesi di Church & computabile
da una macchina a registri tramite un opportungnammmaP. E' evidente ch&(x)=U(x,i) e che quindU &
la funzione universale cercata. Naturalmente lacimaa a registri capace di calcoldjed capace anche di
calcolare tutte le funzioni computabili di una setiabile. Il programma universale viene chiamatche
programma interpreteinfatti tale programma € in grado, in un certosge di leggere ogni altro programma
e tradurlo in opportune operazioni. Piu precisamemuando viene "scritto" un programnia tale
programma viene codificato in un numeére scritto in un registro della macchina universaietale senso
per il programma universale ogni altro programme énput da memorizzare.

10. Funzioni computabili in tempi ragionevoli: teoia della complessita

L’esperienza insegna che esistono funzioni chegpsendo in linea di principio calcolabili, nonsieno “di
fatto”. Infatti ci si accorge che i programmi peeplare i valori di tali funzioni richiedono temgi calcolo
troppo lunghi, oppure memoria troppo grande. Quéattm suggerisce che la definizione di funzione
calcolabile che abbiamo considerato in questo alapindrebbe rivista e che sarebbe opportuno fare u
tentativo per individuare una classe piu strettafutizioni, quella delle funzioni “calcolabili in rtepi
ragionevoli” oppure “calcolabili con una quantittrdemoria non troppo grande”. La teoria che studia
tale tipo di problemi, che prende il nomeToria della complessit&& molto ampia e sviluppata ed in
questi appunti ci limitiamo solo a darne una vatgi Inoltre ci limiteremo a valutare la complessiblo in
riferimento ai tempi di calcolo. Tali tempi sonolwati con riferimento al numero di passi compiuatiun
processo di calcolo convergente oppure, equivaigerée, al numero di volte in cui & stata eseguila u
istruzione nell’eseguire il programma.

Definizione 10.1.Per ogni indicé definiamo la funzione parzialg ponendo, per ogni intero
- Ti(X) =n nel caso in cui il processo di calcolo del programg con inputx € convergente in passi
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- Ti(x) non definita se il processo di calcoloicon inputx non & convergente.

Da tale definizione segue che se la funzif@etotale allora anch§& é totale. Una definizione analoga puo
essere data nel caso delle macchine di Turingnassio cheli(x) sia il numero di passi che la macchina ha
eseguito nel caso in cui la macchina si fermi e ;6@ non sia definita nel caso in cui la macchina sbn
fermi. Per mostrare ch& € una funzione computabile introduciamo la nozidheontatore che & una
variabile che scatta di una unita ogni volta claessata eseguita una istruzione.

Definizione 10.2.Dato un programmardiciamo che & stato inserito gontatorese si considera un altro
programmarf che si ottiene:

- fissando una nuova variabitehe inizialmente & posta uguale a zero tramitedigonec: =0

- anteponendo ad ogni istruzione ail’assegnazione := c+1 in modo che ogni volta che viene eseguita
tale istruzione la variabile si incrementa di una unita.

Il comportamento dif & lo stesso di quello drtranne per il fatto che ogni volta che viene eseguna
istruzione la variabile si incrementa di una unita. Pertanto se il prognansi ferma per un determinato
input, allora il valore dc rappresentél numero di passi”che ha effettuato l'interprete.

Proposizione 10.3Per ogni indiceIN la funzioneT; & computabile.

Dim. Dato il programmaz per una macchina a registri costruiamo un altog@mma che si ottiene da
i
- aggiungendo unontatorec a 77
- sostituendo l'istruzione di stampare il valoré'agtputy con l'istruzione di stampare
In questo modo si ottiene un programma che computa

Nell'insieme delle funzioni totali &l in N introduciamo la seguente relazione.

Definizione 10.4.Date due funzioni totafi: N - N eg: N - N poniamof <, g se esiston@,gCN tali che
f(X) < pl@(x)+q per ognixCIN. Indichiamo corO(g) I'insieme {f : f<, g}

Esempi. Postof(x) = 1x+5 eg(x) = 3x allora risulta ché <o g. Infatti, postop = 4 eq = 5, risulta che per
ogni xON, 10¢+5 < p@Bx+g. Owviamente risulta anche clgeso f. Postof(x) = x* e g(x) = 3x, risulta,
qualunque sianp eq, che la disequazionf < p@x+q & verificata, nel campo reale, solo all'interndeldlie
radici del polinomiod-pB3x-q e quindi solo per un numero finito di valori intefiertanto risulta che non &
vero chef <, g. Inveceg <o f poiché la disequazione® +q & verificata ad esempio ponenpi3 eq =

0.

E’ immediato provare la seguente proposizione.
Proposizione 10.5La relazionesg € una relazione di preordine, cioé é riflessiviapsitiva.
Da notare che la relaziose € legata anche alla nozione di ordine di un indinit
Proposizione 10.6Sianof e g due infiniti ino, che siano confrontabili, cioé supponiamo kg _ . f(n) =

oo elim,_.g(n) = e che esistim,_.f(n)/g(n). In tale caso
f<og < feé uninfinito di ordine minore o uguale a quell@di
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Dim. Supponiamo ché<g g e quindi che esistarme q tali che f(n)/g(n) < p+g/g(n) per ogni intera.
Dividendo tutto peg(n) e passando a limite avremo clira, .. f(n)/g(n)<p e quindi chd & un infinito di
ordine inferiore o uguale a quellogliViceversa supponiamo chsia un infinito di ordine inferiore o
uguale a quello dj e quindi chdim,_., f(n)/g(n)<p perp opportuno. Allora esistmtale chef(n)/g(n)<p per
ognin=m e quindi tale ch&n) <pld(n) per ognin=m. Postoq = MaxX{f(1), f(2),...f(m)} risulta che
f(n)<pld(n)+q per ogni interan.

| casi piu interessanti si riferiscono alle funipolinomiali ed a quelle esponenziali. Come imnaéali
conseguenza della Proposizione 10.5 abbiamo leeségproposizione.

Proposizione 10.7Sef e g sono funzioni polinomiali allord<og se e solo se il grado fi&é minore del
grado dig. Siaela funzione esponenziale, cief) = 10, allora per ogni funzione polinomialeisulta che
f<oe mentre non accade cheyf.

Definizione 10.8.Diciamo che un programmg hacostoo complessita almen@(g) seT; O O(g), cioé se
esistonop e q tali che i tempi di calcolo dif con inputx sono inferiori apld(x)+g. Diciamo che una
funzionef ha costo o complessita almen®(g) se esiste un programma che la computa di conitless
almeno Of).

Attraverso la notazione O( ), gli algoritmi vengadiiwisi in classi. Ad esempio:

1. la complessit&ostante O(1) e posseduta dagli algoritmi che eseguompee lo stesso numero di
operazioni indipendentemente dalla dimensioneidplit.

2. E’ considerato semplice anche un algoritmo la complessita siéineare O(n). Tale complessita &
posseduta dagli algoritmi che eseguono un numeopeaiazioni sostanzialmente proporzionale alla
dimensione dell'input.

3. Vengono poi lecomplessita di tipo polinomiale

4. Dopo le classi di complessita polinomiale si paadauna livello notevolmente superiore: quello
dellacomplessita esponenziak").

E necessario guardare con particolare diffidenaadgoritmi la cui complessita & esponenziale pérc
possono richiedere dei tempi di esecuzione pruibdinche per valori relativamente piccoli died
indipendentemente dalla velocita dell'elaboratétertroppo esistono molti problemi, anche di intsees
pratico, per i quali non si conoscono ancora algorinon esponenziali (problemi intrattabili).
Comunemente in informatica si ritiene che un atguri sia efficiente se & di complessita polinomiale.
Infatti I'esperienza prova che se si riesce a gtageun algoritmo di tipo polinomiale allora takgoritmo
risulta in generale sufficientemente semplice. $iama pronti pertanto a formulare qualcosa di aymhlla
tesi di Church:

La definizione matematica di funzione computabilen calgoritmi di complessita polinomiale &
adeguata a rappresentare l'idea intuitiva di fureioalcolabile in tempi ragionevaoli".

11. Turing e la prima definizione matematica di catolatore.

La prima definizione matematica di “calcolatore uellp di Turing che abbiamo gia incontrato nel mrim
capitolo. In tale proposta la memoria € infinitaghe® e infinito il nastro e su tale nastro & paksikcrivere
sia l'input che memorizzare dati durante il corsellal computazione. Esponiamo piu in dettaglio la
definizione proposta da Turing.

Definizione 11.1.Unamacchina di Turings una struttura matematica del tido= <A, -, K,kg> dove:

A € un insieme finito chiamatdfabeto
- € un carattere speciale, interpretato come spéaich
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K € un insieme finito dettmsieme degli stati
ko € uno stato dettstato iniziale

Un programmaper una macchina di Turing una funzione parzial® : Kx(AO{-}) - Kx(AO{-}) x{d,s,i}
che chiamiamdunzione di transizione

Da notare che spesso viene chiamata macchina ttigiuna struttura del tipoAs -, K,kp 6> cioé quello che

noi abbiamo chiamato macchina di Turing pit un progna.
Dato un programma, il comportamento di una maechinTuring dipende, in modo deterministico,
dallo stato in cui & la macchina in un determinstante e dal simbolo letto sul nastro.

[ defol-Jef T 1 LT []

Il disegno rappresenta una macchina di Turing chell® statds, e che legge il simbola scritto sul nastro.
Utilizzeremo il carattere speciale - per indican@ gasella vuota.

Interpretiamo i simbold,s,i come spostamento a destra, spostamento a siaistnenobilita della testina.
Precisamente, de k' OK ec, ¢’0 AC{-} :

- dk,c) = (k',c’,d) significa che se la testina legge la macchina é nello statallora la testina:
1. passa dallo statoallo statok’,
2. sostituiscec conc’,
3. sisposta di un passo verso destra,

- ak.c) = (k',c’,s) significa che se la testina legge la macchina e nello stétallora la testina:

1. passa dallo statioallo statok’,

2. sostituisces conc’,

3. si sposta di un passo verso sinistra,
- ak,c) = (k',c’,i) significa che se la testina legge la macchina € nello stéatallora la testina:

1. passa dallo statioallo statok’,

2. sostituiscec conc’,

3. rimane ferma.
Per eseguire un calcolo scriviamo l'input come geguenza finitax di caratteri scritti sul nastro
eventualmente separati da caselle vuote (cioé glzesee di -). Inoltre posizioniamo la testina indnache
guardi il primo simbolo diverso da -.

Definizione 11.2.Chiamiamoconfigurazione istantaneana parola del tipa;...coKGy1...Cy dOve Cy,...Cm
sono caratteri &€ uno stato.

La configurazionec;...cokC.1...Cy rappresenta la situazione in cui sul nastro étaci parolac;...c,, la
testina & nello statoed € posizionata sul simbatg.;.

Definizione 11.3.Chiamiamoconfigurazione inizialelato I'input xla configurazionéx.

Ad esempio la figura che abbiamo indicato sopraigmonde all'inputab-a (input che viene identificato con

la coppia é&b,a)) e quindi alla configurazionkbb-a. Successivamente la macchina comincia ad agire in
accordo con quanto & imposto dalla funzione disizone. Ad esempio, s&ko,a) = (kb,d) allora la
macchina dopo avere sostitudoconb passa nella casella a destra ed assume lols{atoveda la figura
successiva)
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Si perviene allora ad una configurazione che possidenotare coibkb-a In definitiva la macchina a
partire dalla configurazione iniziale passa attraveonfigurazioni successive.

Definizione 11.4.La macchina si ferma se nello stitiegge un simbola ma la funzione di transizione non
e definita nella coppig(x). Quando la macchina si ferma, la sequenza didirobe sono rimasti sul nastro
e l'output, cioé il risultato della computazione.

Naturalmente puo capitare che la macchina nonrsiifeai per un dato input. Le macchine di Turing
possono lavorare su un qualunque alfabeto finit@alrticolare possono lavorare su di un alfabepaca di
rappresentare i numeri interi e quindi calcolamzfani definite inN ed a valori inN. Ad esempio possiamo
rappresentare un numero interéramite una successione consecutiva dsterischi« scritti sul nastro. In
tale caso I'alfabeto utilizzato consiste sola: i@ nel simbole-.

Esempio. Macchina di Turing che calcola la sommé&Supponiamo di rappresentare un nunmesal nastro
come successione consecutiva di asterischidi separare i due addendi tramite il simbol®ertanto
dovendo ad esempio sommare 2 e 3, scriveremo sitonk stringas+-s+xx. Per ottenere la somma
dobbiamo allora solo cancellare il simbelper ottenere la stringax+ costituita da cinque asterischi. A
tale scopo dopo essere partiti dalla configurazigpe-==+ le operazioni che deve eseguire la macchina
sono:

spostare la testina fino a raggiungere lo spaziars¢ore e senza cancellare gli asterischi,

porre al posto di un asterisco

spostare la testina fino a superare la secondaseguli asterischi e leggere di nuevo

tornare di un passo indietro

. cancellare un asterisco.

La funzione di transizione dovra allora essere maggntata dalla seguente tabella

dq(]v*) = (qo,*,d), dq(]v_) = (qlV*’d)l dqlv*) = (qll*’d)l dqlv_) = (qZV'vS)v quV*) = (q37_li) .

Per tale macchina, dato I'input-+=x, si avra la seguente evoluzione:

Qosks=skskx, kQok—skns, skCo-sksk, son(pios, sskn(pok, sxsokxCpk,

arwpR

stk Cpm, soksskCpk-, soksskCp-
Esercizio. Descrivere una macchina di Turing capace di cateda funziond(x) = x+1.

Nonostante I'aspetto molto semplice, le macchinduling sono uno strumento estremamente potente.
Infatti & possibile dimostrare il seguente teorema.

Teorema 11.5.Sono computabili da una macchina di Turing tutsele le funzioni ricorsive.

Ne segue quindi che per le macchine di Turing peere affermata la stessa cosa che si & dett@ per |
funzioni ricorsive, cioé che non é mai stata travaha funzione (intuitivamente) calcolabile che rstm
calcolabile tramite una opportuna macchina di Tgiri@io suggerisce che la definizione proposta dangu

sia adeguata. Un'altra scoperta di notevole impeédatta da Turing € la seguente:

Teorema 11.6Esiste unamacchina universalecioé una macchina di Turing ed un programma emnmette
di “simulare” ogni altro programma di macchina dirihg.
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Letture: Gara di Matematica
Cesare Zavattini ktre libri, Parliamo tanto di me Bompiani - cap. XVI pag. 48,49,50

E’ un ricordo della mia infanzia. Abitavo a Gottangel dicembre del milleottocentosettanta. Mio pashi

io giungemmo all’Accademia quando il presidente Btastava cominciando I'appello dei partecipantall
Gara Mondiale di MatematiceSubito babbo ando a mettersi fra gli iscritti dgvermi affidato alla signora
Katten, amica di famiglia. Seppi da lei che il anldel cannone di Pombo, il bidello, avrebbe segnato
I'inizio della storica contesa. La signora Kattenratconto un episodio, ignoto ai piu, intorno atiivita di
Pombo. Costui sparava da trent’anni un colpo dhoae per annunciare il mezzogiorno preciso. Ungavol
se n'era dimenticato. Il di appresso, allora, av@parato il colpo del giorno prima, e cosi di segfino a
quel venerdi del milleottocentosettanta, Nessu@®tiinga si era mai accorto che Pombo sparavalploco
del giorno avanti.

Esauriti i preliminari, la gara ebbe inizio allaepenza del principe Ottone e di un ragguardevalppgr di
intellettuali.

“Uno, due, tre, quattro, cinque... " Nella sala svado soltanto le voci dei gareggianti.

Alle diciassette circa, avevano superato il vemtesimigliaio. Il pubblico si appassionava alla nebil
contesa e i commenti si intrecciavano. Alle diciawey Alain, della Sorbona, si accascio sfinito.

Alle venti, i superstiti erano sette.
"36767, 36768, 36769, 36770..."

Alle ventuno Pombo accese i lampioni. Gli spetiaterapprofittarono per mangiare le provviste pertia
casa.

“40719, 40720, 40721..."

lo guardavo mio padre, madido di sudore, ma tenageignora Katten accarezzandomi i capelli ripatev
come un ritornello: 'Che bravo babbo hai,’ e a me pareva neppure di avere fame. Alle ventidueipeec
avvenne il primo colpo di scena: 'algebrista Raitto:

"Un miliardo "
Un ohdi meraviglia corono l'inattesa sortita; si reatétitcol fiato sospeso.
Binacchi, un italiano, aggiunse issofatto:

“Un miliardo di miliardi di miliardi.” Nella salascoppio un applauso subito represso dal Presidifite.
padre guardo intorno con superiorita, sorrise@fjaora Katten e comincio:

“’Un miliardo di miliardi di miliardi di miliardi d miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di mliardi di
miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di milardi di miliardi di miliardi di miliardi...’

La folla delirava: "Evviva, evviva." La signora Kan e io, stretti uno all’altro, piangevamo dall'ezione.
“...di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi d miliardi di miliardi.’

Il presidente Maust, pallidissimo, mormorava a méare, tirandolo per le falde della palandranastBa
basta, le fara male.” Mio padre seguitava fieraerent
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“... di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi...” A poco a poco la sua voce si smorzo, I'ultifievole di
miliardi gli usci dalle labbra come un sospiro, indi si atgbafinito sulla sedia. Gli spettatori in piedi lo
acclamavano freneticamente. Il principe Ottonesigtivvicind e stava per appuntargli una medagligstio
quando Gianni Binacchi urlo:

"Piu uno!"

La folla precipitatasi nell’emiciclo porto in triém Gianni Binacchi. Quando tornammo a casa, miarenad
aspettava ansiosa alla porta. Pioveva. Il babbperap sceso dalla diligenza, le si getto tra le diaac
singhiozzando: "Se avessi detto piu due avrei vVimto
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