CALCOLO PROPOSIZIONALE

Per proposizione di un linguaggio intendiamo un’espressione di quel
linguaggio che sia vera o falsa, per esempio espressioni come: “3 € un
numero pari”, “Napoli € unacitta’.

In genere questo non accade per un’ espressione di un linguaggio, eppure
|’espressione in questione non € priva di significato. Per esempio,
espressioni imperative, pur non essendo né vere né false, S possono
considerare significative.

|1 calcolo proposizional e studia certe locuzioni, dette connettivi, mediante
cui sono formate proposizioni piu complesse a partire da proposizioni
semplici. | connettivi proposizionali fondamentali sono “non”, in simboli
“~ @ insimboli “U”, “0” in simboli “U", “se...allora’ in smboli “® ”,
“seesolose” insimboli “©”.

Abitualmente i connettivi ~, U, U, ®, ° sono chiamati negazione,
congiunzione, disgiunzione, condizional e e equivalenza, rispettivamente.
Indichiamo le proposizioni semplici con delle |ettere maiuscole chiamate
|ettere enunciative.

| connettivi che introdurremo no delle operazioni vero-funzionali, cio
significa che |’ applicazione delle operazioni modifica lafalsita o la verita
delle proposizioni coinvolte.

Useremo la lettera V per indicare la verita e la lettera F per indicare la
falsita di una proposizione.

Ogni operazione € unafunzione che puo essere rappresentata mediante una
tabella.

Definiamo la negazione mediante latavola:
A | ~A

V |F L atabella descrive una funzione del tipo:
F |V ~{V,F}® {V,F}.



Introduciamo la congiunzione (di A e B) A UB:

A | B |AUB

V |V V

V | F F  Inquesto modo abbiamo definito una funzione:
F |V F

FIF | F U{V,R®{V,F.

Analogamente, introduciamo la disgiunzione AUB:

A |B |AUB
V |V V
V | F V
F |V V
F | F F
Il condizionale:
A | B A®RB
ViV | V
VI|IF F
FIV]| V
FIF| V

Infine definiamo il connettivo bicondizionale o equivalenza A° B:

o

A A°B
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Elementi di Calcolo Proposizionale

| connettivi logici introdotti, quindi, sono: U, U, ~, ® , °.
Le lettere enunciative sono del simboli a cui assegneremo esclusivamente
il valoreV o F.
Applicando i connettivi logici alle lettere enunciative avremo le forme
enunciative (a volte semplicemente chiamate forme o formule).
Invero:
1. Tutte le lettere enunciative sono forme enunciative;
2. Se A e B sono forme enunciative alloraanche AUB, A UB,A ® B,
A ° B sono forme enunciative;
3. Solo forme ottenute applicando la 1. e la 2., un numero finito di
volte, sono forme enunciative.

Ad ogni forma enunciativa si associa una funzione ovvero una tabella
Ad esempio, allaformaenunciativa (A, U~A,) UA3) ® A, resta
associata una funzione del tipo {V, F}*® {V, F}:

>
>
>

ALU~A, [(ALU~A)UA3|(ALU~A)UA)® A,

!
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Chiamiamo funzione di verita in n variabili unafunzione del tipo:
{(V,F}"® {V,F}.

L e forme enunciative che presentano sempre risultato V sono dette forme
tautol ogiche, o semplicemente tautologie.

Un esempio di tautologia & laforma enunciativa AU(~A). Infatti s ha:



Al ~A |AU(-A)

<
< T
<<

Definizione.

Diciamo che laforma A implica logicamente laformaB seesolo se A
® B e unatautologia.

Diciamo chelaformaA €& logicamente equivalente allaforma B se e solo
se A °B e unatautologia.

Osserviamo che I'implicazione logica e I’ equivalenza logica sono delle
relazioni traforme enunciative.

Letavole di verita costituiscono una procedura effettiva che ci permette di
determinare se una forma enunciativa e una tautol ogia oppure no.

Proposizione 1

A e B sono logicamente equivalenti se e solo se nelle tavole di veritadi A
e B le colonne sotto A e B sono le stesse.

Dimostrazione.

Dal fatto che A e B sono logicamente equivalenti segue che A °© B e una
tautologia. Cio significache nell’ ultima colonnadellatavoladi veritadella
forma enunciativa A °© B compare solo il valore V.

Osserviamo che nellatavola dell’ operazione® e uniche combinazioni che
danno risultato V sono le combinazioni VV e FF.

Quindi I'unica possibilita e che il risultato della tavola di verita di A
corrisponda con quello di B.

Viceversa, se la colonna sotto A € uguale a quella sotto B, allora quando
andremo a determinare la tavola di verita di A °© B ci troveremo ad
applicare I’ operazione © alle coppie del tipo VV oppure FF, la quale, in
entrambi i casi, harisultato V. Da cio segue che A © B & unatautologia.E

Le contraddizioni sono le formule che hanno nell’ ultima colonna della
tavola di verita tutti valori F.



Proposizione 2.

Siano A eA ® B tautologie. Alloraanche B € unatautologia
Dimostrazione.

Assumiamo che A e A® B siano tautologie.

Ragionando per assurdo, supponiamo che B non siaunatautologia. Quindi
assumiamo che compaia un simbolo F nellatavola di verita, nella colonna
sotto B. Per |’ assegnamento di variabili per cui B ammette valore F, nella
colonna sotto A vi saraunaV (per ipotesi), e quindi A® B avrarisultato F.
Questo & assurdo in quanto A® B &, per ipotesi, unatautologia. E

Proposizione 3.

SiaA unatautologia, siano A;..... A, lelettere enunciative occorrenti inA.
SiaB laformaenunciativa ottenutada A sostituendo le lettere enunciative
Aj..... A, con le forme enunciative A;..... Ay, rispettivamente. AlloraB e
una tautologia.

Dimostrazione.

Assumiamo che A sia una tautologia. Per ogni assegnamento di valori di
verita dle lettere enunciative in B, le forme enunciative Aq,....., Ay hanno
valori Xu,..., X,, dove x 1 {V, F} per ogni i =1, 2, ..., n. Assegnando
guesti valori Xg,..., X, a Aq..... A, rispettivamente, s ottiene il risultante
valore di verita per A, che e il vaore di verita di B. Poiché A € una
tautologia, allora B risultera unatautologia.[]

Proposizione 4

Sia B; una forma enunciativa ottenuta dalla forma enunciativa A;
sostituendo la forma B ad una o piu occorrenze di A. Allora
(A°B)® (A.°B,) € unatautologia.

Dimostrazione.

Per un assegnamento di valori di veritatali che A e B abbiano valori di
verita opposti s avra che A°B avra valore F e quindi (A°B)® (A:°B,)
avra vaore V. Per un assegnamento di valori di verita tale che A e B
abbiano valori uguali, poiché B, differisce daA, solo nel fatto di contenere
B in qualche posto dove A; contiene A, allora A; e B; avranno uguali
valori di verita.

Cosi, in questo caso, il risultante valore di A°B eV, come pureil valoredi
A°B; eV. AllorarisulteraV ancheil valore di (A°B)® (A°B,). E



Uso delle parentesi

Imponiamo le seguenti priorita a connettivi U, U, ~, ®, °, invero
scriviamo i connettivi nell’ ordine dalla pitl alta a quella piti bassa: ~, U, U,
®,°. Lastipulazionedi questo ordine permette talvoltalacancellazione di
parentesi in una forma proposizionale.

Un esempio di cancellazione delle parentesi €' dato da:

((AU(B))® C)° A)

(WU~B)® C)° A)

(AU~-B® C)° A)

(AU~B® C° A)

AU~-B® C°A.

Non sempre si possono cancellare tutte le parentesi.

Infatti, nell’esempio € stato possibile perché le operazioni, grazie dle
priorita poste vengono svolte nel modo indicato dalle parentesi.
Osserviamo che diverse forme possono descrivere la stessa funzione.
Infatti,

supponiamo che A sialogicamente equivalente aB, quindi A e B hanno la
stessa tavola di verita. Poiché una tavola di verita descrive una funzione,
quindi A e B descrivono la stessa funzione di verita.

Consideriamo una funzione di verita con n variabili, f(X;....Xp).

X1.o.. Xn [f(X1....Xn)
VV...FF V
FF...FF F

Ci poniamo il problemadi trovare unaforma enunciativa che descrivatale
funzione. Invero s ha

Teorema 1.



Data una funzione di veritaf(xy,..., X,) esiste sempre una formula
contenente solo i simboli {U, U, ~}|a cui tabella coincide con quelladella
funzione data.

Dimostrazione.

Sa f(Xy,..., X,) una funzione di verita, e evidente che f puo essere
rappresentata da una tavola di verita formata da 2" righe. Scegliamo una
riga, diciamo lai-mariga. Se nel posto j-mo latavola presentail valoreV
(cioe x; assume V) alora scriviamo A;. Seinvece a j-mo posto troviamo il
valore F allora scriviamo ~ A;.

Cosi scriveremo U per indicare A; oppure ~A; nellarigai-ma. Poniamo:

C= u'lUu'zU Uu'n.

SiaD ladisgiunzione di tutte quelle ¢;tali che f assume V per lai-mariga
Se non vi sono tali righe (cioé f assume sempre F) poniamo D = A; U~A,.
Affermiamo che D generaf. Infatti, assegniamo valori di verita ale lettere
A:...A;. Supponiamo che lariga k-manellatavoladi veritadi f contempli
Il vettore x;...X,. Allora g ha il valore V, mentre ogni ¢,coni * k ha
valore F quando allaformulac; st associano i valori del vettore k-mo.

Sef havaoreV alarigak-ma. Allorac € un disgiunto di D, e quindi D
avravaoreV. Se f havalore F allak-marigaallora ¢, non e disgiunto di
D etutti i disgiunti di D avranno valore F. Quindi D avravaore F. Cosi

per ogni altra assegnazione.E

Chiamiamo letterale una variabile o lanegazione di unavariabile. Allorail
risultato precedente ci dice che ogni funzione di wverita con n variabili €
descrivibile mediante una formula che € una disgiunzione di congiunzioni
di letterali. Dualmente s ha anche che una funzione di verita' s puo'
descrivere mediante una formula che € una congiunzione di disgiunzioni
di letterali.

Osserviamo che si puo provare che basta solo I'insieme di connettivi {#,~}

per descrivere, mediante forme proposizionali, ogni arbitraria funzione di
verita

Esempio 1.



Partiamo dalla tabella:

X1 | Xo | f(Xq, X2)
VIV F
F|V V
V| F V
F| F V

Scriviamo un algoritmo che determini una formula che descriva una
funzione di verita

1. Consideriamo tutte le righe il cui risultato siaV. (Nel’ esempio riga
2, 3, 4)).

2. Scriviamo le variabili in forma vera se e assegnato V e in forma
negata se e assegnato F nelle righe considerate. (Nell’ esempio: (~Xy,
X2), (X1, ~X2), (=X1, ~X2).

3. Inseriamo tra le variabili I’ operatore congiunzione. (Nell’ esempio:
~x1 U Xy, X1 U~Xp, ~X1 U ~Xy).

4. Inseriamo  tra queste formule |’operatore disgiunzione.
(Nell’esempio: (~X1 UXo) U ( X1 U~X2) U (~x1 U ~xy)).

Abbiamo ottenuto laformula;

(~x1 U X2) U ( X3 U ~xp) U (~x; U ~xy) verifichiamo che essa descriva
effettivamente la funzione data.

X| X J [ X1 U~Xa | ~X1 U~Xa| (X1 U X2) U (X1 U~X2) U (~x1 U~xy)

~x, U
X2
F
F
V
F

< <+
Ty
TMTT<T
<TITT
< <<



Teorieformali del Calcolo Proposizionale
Diciamo di avere unateoriaformale S del Calcolo Proposizional e quando:

1. Fisslamo un insieme enumerabile di simboli; i smboli di S.

2. Fissiamo “ Sequenze finite di ssmboli”, parole di S

3. Scegliamo un sottoinsieme (effettivo) delle parole, tale sottoinsieme
e I’'inseme delle formule ben formate.

4. Fissiamo un sottoinsieme delle formule ben formate, gli assiomi di S.
Sel’insieme degli assiomi e decidibile si dice chelateoriae
assiomatica.

5. Introduciamo delle regole di inferenza, le quali sono delle relazioni
definite sull’insieme delle formule ben formate.

Presentiamo qui di seguito unateoriaformale del Calcolo Proposizionale.

|l sistema SC
| ssmboli di SC sono:
(@)Variabili proposizionali: sono gli elementi di un insieme numerabile
P={pa|nT w}
(b)  Connettivi logici: @ (non), U (et)
(c)Simboli di punteggiatura:
) parentesi adestra, ( parentesi asinistra

Chiamiamo stringa ogni sequenza finitadi simboli di SC.
Noi ci occupiamo di un sottoinsieme dell’'insieme delle stringhe detto
insieme delle formule (ben formate). L’insieme delle formule é definito
ricorsivamente:
1) Una stringa costituita da una sola variabile proposizionale € una
formula;
2) sef ey sono formuleallora@f e (f Uy ) sono formule;
3) unastringa € una formula se e solo s ottiene da un numero finito
di applicazioni delleregole 1) e 2).

SiaF I'insieme delle formule. Adotteremo le seguenti abbreviazioni:
j Uy abbrevia @(@j U@y);j®y abbrevia @(j UBy );j « y abbrevia



(®Yy)Uy®j)).

Primad specificare la semanticadel linguaggio di SC,
attribuendo un valore di verita ad ogni formula, cerchiamo di
capire che cosa € una variabile proposizionae. Intuitivamente
pOssiamo pensare associata ad ogni variabile proposizionae una
domanda che ammette solo due risposte: si/no.

Per illustrare cio' procediamo con il seguente esempio.

Esempio.

Consideriamo l'alfabeto T={ A,a,B,b,C,c} el'ingeme P ddlle
parole p=I; I,151, con i T per ogni il {1,2,3,4} formate
osservando le seguenti regole:

(1) 1=lat 12 13t Uy

2) per ogni il {1,2,3,4} I1 {A,a} oppureli {B,b} oppure
|iT {C,C}.

Selil {A,B,C} s dicechel; s presentane caso maiuscola, se
il {a,b,c} dloras dice chel, si presentanel caso minuscola. Nel
primo caso scriviamo caso(l))=M, nel secondo caso scriviamo
caso(l;)=m.

S puo' provare che nessuna parola p €' tale che caso(l;)* caso(l;)
conj=i+lei=123.

Consderando le variabili proposizionali come domande con
risposte si/no, possiamo porre ad un ipotetico interlocutore |
seguenti quesiti:

gl: < laletteral, € maiuscola? >;
g2: < laletteral; € minuscola? >;
g3: < laletteral, € maiuscola? >;
g4 < laletteral, € minuscola? >;
g5: < laletteral; € maiuscola? >;



g6: < lalettera l; € minuscola? >;
q7: <laletteral, € maiuscola? >;
g8: < laletteral, € minuscola? >.

Possiamo denotare e domande g1-g8 mediante le seguenti
Var|6b||||_1|\/| L1im, Lov ,Lom, Lav ,Lam, Lam ,Lam , rlspettlvamente
Ponendo M:=1 e m:=2; possiamo scrivere in generale L, per
indicare ladomanda "la letteral; S presentanel caso h? " con

hi {1,2}.

Facciamo vedere che |'affermazione:

(*) nessuna parola p non contiene mai due |ettere successive
minuscol e oppure due lettere successive minuscole

pUO' essere espressa attraverso le otto variabili Ly, sopra definite e
i connettivi {@,U,U}. Invero la proposizione (*) puo' essere
considerata come la congiunzione delle seguenti proposizioni:

pl. ogni letteras presenta ameno in un caso maiuscola o
minuscola;

p2. ogni letteras presentad piu' in un caso;

pP3. due lettere consecutive S presentano in cas divers.
L'affermazione p1 equivale a

<l s p(eaentaalmeno inuncaso>U<I,s p(%ntaalmeno In un
caso > U< I3 9 presentaadmeno in un caso > U< I, S presenta

ameno in un caso > .

Equivalentemente s ha:
(< Iy € maiuscola? > U< |; € minuscola? >)U



(< I, € maiuscola? > U< |, € minuscola? >)U
(< I3 € maiuscola? > U< |3 € minuscola? >)U
(< l4 € maiuscola? > U< |, € minuscola? >).

Procedendo per equivalenze s ottengono le seguenti formule
equivalenti con laaffermazione pl.

L 1m Ule) U(I—ZM UI—Zm) U (Law UI—Sm) U (Lam UI—4m)

)

" (Lim ULim)

(- C/ ()

U (Uis? (L))

Anaogamente, analizzando la proposizione p2 s vede che essa
equivale ale seguenti proposizioni traloro equivalenti:

<, s presentad piu' inuncaso > U

<, s presentaa piu' inuncaso> U

<l3 s presentad piu' inuncaso> U

<l 9 presentad piu' in un caso >

U

< &((I, s presentanel caso maiuscola?)U (I, S presentanel caso
minuscola?))> U

< @((l, s presentanel caso maiuscola?)U (I, S presenta nel caso
minuscola?))> U

< @((I3 s presentanel caso maiuscola?)U (I3 S presenta nel caso
minuscola?))> U

< &((l4 S presentaned caso maiuscola?)U (I, S presentanel caso
minuscola?))>

U



(A(L 1 Ule)) U (D(Lom ULZm)) U (D(Lam ULgm)) U
(D(Lav ULan))

U U.=14 (D(Lim ULin)) U U.:f‘ (@Lim) U (BLim))

~

0 Uc? (U= (@Li)).

L'affermazione p3 equivale ale seguenti congiunzioni equivalenti:

(<1, e I, non sono entrambe maiuscole > U< |, e |, non sono
entrambe minuscole >) U

(<1, e I3 non sono entrambe maiuscole > U< |, e |3 non sono
entrambe minuscole >) U

(<13 e |, non sono entrambe maiuscole > U< |5 e |, non sono
entrambe minuscole >)

U

< &((I, s presentane caso maiuscola?)U (I, S presentanel caso
maiuscola?)> U
< @((l; s presentand caso minuscola?)U (I, S presentanel caso
minuscola?)> U

< @((l, s presentanel caso maiuscola?)U (I; S presenta nel caso
maiuscola?)> U

< &((l, s presentand caso minuscola?)U (I3 S presentanel caso
minuscola?)> U

< @((I3 s presentanel caso maiuscola?)U (I, S presenta nel caso
maiuscola?)> U



< @((I3 s presentanel caso minuscola?)U (1, S presentanel caso
minuscola?)>

U

((D(Lam ULow)) U(DB(L1m ULay))) U
((A(Lom U L3w)) U (A(L om U Lam)) U
((D(Lau ULaw)) U(D(Lam ULam)))

U U=’ (B(Lim ULisam) U (B(Lim ULiam))

0 (U (@Liv UBLiaw) U (U (BLlin UBLisa).

Abbiamo cod' visto che I'affermazione (*) € equivaente alla
formula:

(U (U2 (L) U (U2 (U=t @Li)) U (U2 (@Liw U
DALiva)) U (U2 (BLim UBLiam)).

Come s vede s tratta di una congiunzione di disgiunzioni.

Definizionel.

Unarealizzazione di SC e un’ applicazione:

f:P® B={0,1}

dove P e I'insieme delle variabili proposizionali, B € |'algebra di Boole
con due elementi, f e definita ricorsivamente nel modo seguente:

"j,y 1 Psef(j)ef(y) sono giastati definiti, alora: f(j Uy) =f(j ) U
fly)e

f(Q) ) =1( )*. Selaredizzazionef etalechef(j ) = 1, alloradiciamo chef
soddisfa



] escriviamo: flE | cioef ] seesolosef(j ) = 1.

Una formula | € soddisfacibile se essa € soddisfatta da qualche
realizzazione.

Una formula che e soddisfatta da tutte le realizzazioni € detta tautologia.
Uninseme S di formule e detto soddisfacibile se esiste una realizzazione
che

soddisfatutte le formulein S.

Proposizione 5.

Siaj 1 F. Alloraj éunatautologiase e solose@j € non soddisfacibile.
Dimostrazione.

Siaj unatautologia, allora ogni realizzazione f soddisfaj i.e" f s ha
che

f(j ) =1, quindi (per definizione di redlizzazione) si haf(dj ) =f(j )* =1*
=0.

Da qui segue che ogni realizzazione non soddisfa @j cioe &j € non
soddisfacibile.

Viceversa: bastainvertire la dimostrazione gia data. E

Proposizione 6.

Sianoj ey dueformule ef unarealizzazione. Alloras hache:
f®y)=0seesolosef(j)=1e f(y)=0.

Dimostrazione. ) ‘ )

fl ®y) =130 Udy))=[fG UQy)I* =[f( ) Ui(@y)]* =[f( )UT(y )*]*
= 1(j )*Ut(y ). ,

Inoltrese f(j ® y) = 0 alora f(j )*Uf(y) =0cosi f (j )* =0ef (y) =0.
Allorasha f(j)=1ef (y)=0.

Per dimostrare il viceversa, bastainvertire la dimostrazione gia data.E

Proposizione 7.

Sa S = {ji.)n un indeme finito di formule. S ha che se ogni
realizzazione che soddisfa SE{j } soddisfaanchey allora(j ;U...Uj ) ®
(] ® y) éunatautologia.

Dimostrazione.

Assumiamo che ogni realizzazione che soddisfi S = {j ;...] n} soddisfa
anche y, e per assurdo esiste una realizzazione f che non soddisfa

(1U..Un)® (®Y).



Assumiamo cioé che (j 1U...Uj ) ® (j ® y) non siatautologia, allora
f((j 1U...Uj ) ® (j ®y)) = 0. Per quanto dimostrato precedentemente s
ha f(j ;U...Uj ) = 1ef(j ®y) = 0.

Da f(j 1U...Uj ) =1, si hache f(j 1) U...Uf(j ) = 1, dacui s haf(j ;) =
1...1(j n)=1.Daf(j®y)=0s hachef(j ) =1ef(y)=0. Abbiamo cosi
unarealizzazione che soddisfaSE{j } e non soddisfay , contro I’ipotesi.E

Realizzazioni etavole di verita

SiaB l'algebradi Boole{0,1} ef unarealizzazione, interpretiamof(j ) =1
comej eévera f(j ) =0 comej éfalsa, interpretiamo il ssimbolo U come
“e” edcome“non”.

Sia j una formula di SC, supponiamo che le variabili proposizionali
occorrenti in

] slano po, ..., ph1. Sef, g sono realizzazioni di SC tali che f(p;) = g(p)
coni<n

aloraf(j ) =g(j ), cosi laformulaj determinaunafunzione, diciamo: U :
B"® B

Definita nel modo seguente:  w; (to, ..., tha) = f(j ), ove f & una
realizzazione di SC taleche f(p)=t1 B.

Abbiamo gia visto che connettivi logici {@, U} formano un insieme
completo di connettivi, nel senso che " n 1 w data una funzione q;
B"® B, esisteunaformulaj , le cui variabili sono py...pn.1 costruita usando
solo i connettivi che siasolo @ e U, etale che q = w; . Seguechej éuna
tautologia se e solo sew; vale 1. Poichéw; e unafunzione con un numero
finito di variabili, noi possiamo effettivamente controllare se wy prende
valore O oppure 1.

Cosi abbiamo una procedura di decisione per stabilire se una formula
arbitraria & una tautol ogia oppure no. E

Assiomatizzazione di SC

Selezioniamo un sottoinsieme dell’insieme di tutte le tautologie, i cui
elementi saranno le nostre formule valide base o altrimenti dette assiomi.

Useremo anche regole di inferenza per derivare formule valide dagli
assiomi.

La nostra assiomatizzazione sara adeguata se tutte le formule valide
saranno derivabili in questo modo.



Assomi
Come assiomi assumiamo tutte le formule aventi una delle seguenti forme,
ovej,Y, c sono formule di SC:

SCL | ® (y®))

SC2 [[®(Yy®C))®[[ ®y)® (y ® C)]
SC3: (Y ® Qy)® (y®))

SC4z ( Uy)® |

SC4p: (j Uy)®y \
SCo [c®]]® [(c®y)®(c® [] Uy])]
SC6x | ® (j Uy)

SC6y: y ® (j Uy) )

SC7: [ ®c]®[(y®c)® (] Uy]® c)]

Come regola di inferenza usiamo laregola del
Modus Ponens: y eimmediata conseguenzadi j edij ® vy,
insmboli (j ,j ® y /y).

Definizione di “ Dimostrazione” (Prova)

Unaprovadi unaformulaj € unasequenzafinitaj 4,..., ) »ndi formuletali
chej ,=] eperogni k £nj yeassiomaoppureconseguenzadij i ej j per
Modus Ponensconi, j <k.

Diciamo che unaformulaj e dimostrabile se esisteunaprovadi j.Sej €
dimostrabile scriviamo }j .

Lemma 1.
Per ogni formulaj 1 SCvae | j® j .
Dimostrazione.
Si verificache lasequenzadi formule a4, a,, as, a4, aseunaprovadi | ®
],
oveas, a,, as, as, as Sono indicate qui di seguito:
ar [ ® ([ ®J]®)®[(®[®|])H®( ®])]
(é un assioma dellaforma SC2)
az [| ® (] ®]]® )]
(é un assiomadellaforma SC1)



az [(®[®]])® ( ® j)]
(sl ottieneda a; e a, per Modus Pones)
az (| ®[) ®]]
( eun assioma SC1)
ds. ] ® ] )
(sl ottiene daa; e a4 per Modus Pones)E

Valgono i seguenti:

Lemma 2.

Perj,y,cformuledi SC,vae )
Fy®c)® [ ®y)® (j ® )] E

Lemma 3.
Perj,y, formuledi SC,vale:} @ ® (j ® y)E

Ricordiamo che® e U abbreviano atre formule, cosi il Lemma 1, che
asserisce} | ® j asserisce in redltal @ U @j), in particolare
ponendo @ al postodij s hal @(Fj UG )equindi: | j UG .

SiaSuninsemedi formule di SC. Unaprovadi j dalleassunzioni di S é€;
una sequenzafinitadi formule j ;... ntaleche) =j,e" KEnjéun
assioma, oppure j 1 S, oppureperi,j <Kk j x &unaconseguenza (via
Modus Ponens) di j iej ;.

Se esiste una prova di ] da S, scriviamo S | j . Osserviamo che dalla
definizione data, S potrebbe essere infinito.

Teorema 2. (Finitezza del calcolo proposizionale)

SiaSuninsemed formuledi SC. Se S| | aloraesiste un sottoinsieme
finito So di Staleche S} | .

Dimostrazione.

Siaji...jpunaprovad j dasS, sia poi S lI'inseme delle formuledi S
occorrenti in questaprova. Allora S efinitoej 41...) neunaprovadi j da
So. E

Indichiamo con Taut I'insieme delle tautologie e con Prov I'insieme delle
formule dimostrabili di SC. Alloras ha



Teorema 3.
Provi Taut

Dimostrazione.
La dimostrazione avviene sulla lunghezza delle prove. Noi mostreremo
che:

1. Ogni assioma e una tautologia;
2.5e(j)e( ® y) sono tautologie, alloraanchey é unatautologia.

ProviamocheSC1:j ® (y ® j)1 Taut. Invero, siaf unareslizzazione
dj® (y ®j),dlora

fl®(y®)=f(g U@y Uj)) =g )Uf(QGy)Uf()=
f(G)Uf(y)*Uf()= =1Uf(y)* =1. Alloraogni realizzazione
assume valore 1 in SC1. Quindi SC1 e unatautologia

Si procede alo stesso modo per gli altri assiomi.

Supponiamo orache j,j ® y 1 Taut. Siaf una reaizzazione di SC,
allorasegueche f(j ) =f(j ® y) = 1. Quindi:

fly ) =1[fG ) UTG )T UT(y ) =[fG ) UT(y )] UG )* Uf(y)] =
[LUf(y)]U[f ® y)]=1,quindiy | Taut perché per ogni real
izzazionef s ha f(y)=1E

Corollario 1.

Non esiste unaformulaj taleche, siaj che @j , siano provabili.
Dimostrazione.

Unarealizzazione f soddisfaj se e solo se non soddisfadj . Percin ed|
NON POSSONO essere entrambe tautol ogle Quindi, poichéProv | Taut, non
pud esserej 1 Prove®@j 1 Prov.E

Esercizio 1:
Mostrare che
§ ®y)® (j ® Gy)® ) eunatautologia.

Dimostrazione.



Vale la seguente catena di relazioni:
I ®y)® (1 ® %y)® @)=
=@ Uy)® (@ Uy)® &)
=(g Uy)® (@@ Udy)Ug
=@(Q Uy)U(@(Q Ugy)Ug .

Per una qualsiasi realizzazionef s ha
(@@ Uy))Uf@@ Uay)0a)-=
=f(9) Uy)* Uf(@d(g Ugy)Ug )=
=[(f( )* Ufy)]* Uf(@(@ Uy)UQ))=
(fG ) Uty )*) U(f(@ U@y )* Of( )* =
(fG ) Uf(y )*) UG )* Uty )*)* Uf( )* =
(fG ) Ut(y)*) U(t( ) Ut(y)) UT( )* =

f( ) U(y)* Uf(y)) Uf( )* =
fGYUf(j)*=1E

Esercizio 2.

Dimostrare che se & | | allora ogni realizzazione che soddisfa ogni
formuladi & soddisfaanchej .

Dimostrazione:

Siaf unarealizzazione che soddisfa ogni formuladi &. Allora, poichévale
a} j d¢hacheesisteunaprovadij sottoa. Cioe esistono

J dyeeens jn tdichej,=] ejn Sano assiomi oppure elementi di a,
oppure per i, ] <k j s ottiene, per Modus Ponens, daj j, j j. Quindi f(j ;)
=1, f(j ;) =1, questo perchéj;,j ;1 &, oppuresono assiomi. Quindij s
ottiene dalle precedenti al piu per Modus Ponens. Poiche' il Modus Ponens
halaproprieta di conservare lavalutazione f(.) = 1, seguef(j )=1.

Algebradi Lindenbaum

In questo paragrafo mostreremo come dotare |'insieme F delle formule di
SC di una struttura di algebra di Boole. Invero, definiamo una relazione »
suF.j »y seesolose [} j®y e y®) .



Da Lemma 1 segue che » eriflessva, ovwiamente » esmmetricae

da Lemma 2 segue che » € anche transitiva. Cosi  » risulta una
equivalenza.

Esercizio 3.

Dimostrarechese j »j' ey »y' dlora| ®y)U | (®y".
Dimostrazione:

Sej®y ,dloradaj »j' ie }Fj®)j'e F]j®),day»y' ie
I y®y' e | y®y ,edd Lemma2, seguef (Y®RY)® [ ®Y)®
i ®yl

Dadoedal (y®y') ,chevale peripotes, viaModus Ponens otteniamo
chevale

F (®y)® (j®y'").Dacio,eda |j ®y ,chevale per ipotesi, ancora
via Modus Ponens otteniamo | (j ® y'). Da Lemma 2, otteniamo: |
®YY® (®)) ® (' ®y"). Cos', dale due ultime formule, via
Modus Ponens, otteniamo chevale | (j '® ) ® (j '® y"'). Ancora, per
ipotesi abbiamo: | (j '®j ) eper Modus Ponens finalmente otteniamo che
vael(j ®y").

L'inversa s dimostrain modo analogo. E

Sej 1 F, denotiamo con¥j “Aa classe di j modulo » , cosij Y&
{yl F4 »y}.

Poniamo Fs» ={%} ¥%j 1 F}. Definiamo su F» larelazione £ nel modo
seguente;

Y3 VEYVy Yo seesoltanto se| j®y .

Dall'esercizio precedente si vede che questa € una buona definizione; cioe
essa non dipende dal rappresentante della classe.

Teorema4

A =<Fm, £ >eunagebraBooleanaes ha
Y=l seesolose |

=0 seesolose } O



Dimostrazione;

Da Lemma 1, segue che £ eriflessiva. Per definizione, £ € antisimmetrica,
dal Lemma 2 segue infine che £ € transitiva. Quindi, (F» , £) € uninsieme
parzialmente ordinato.

Sa{% 3%y ¥3 un sottoinsieme di Fs, mostriamo che

vy Uy Y=inf {Y4 Yoy Y4 =Y YAy Y2

Da SC4a e SCb otteniamo chevalgono } (j Uy)®j e} (jUy)®y.
Quindi, dalla definizione di £, segue ¥4 Uy ¥£Y4 Y2e ¥4 Uy YVEVY Vs

Cos ¥4 Uy ¥ & minorante per {¥§ 4%y ¥3. Sia ¥Y£Ya4n minorante per
{%4 Va¥y 4 ,dloravalesia } c®] che | c®y. Allora, dall'assioma

I [c®j]®[(c®Y)® (c®[jUy]) eda | c®j, via Modus Ponens,
otteniamo |} (c®y)® (c®[j Uy])). Dacio, eda} c®y, ancora
mediante una applicazione del Modus Ponens, otteniamo | c® (j Uy).
Quindi possiamo affermare che:

veY£EY4 Uy Y5 e quindi che ¥4 Uy 2@ 'inf{ %4 Y3l 3.

Allo stesso modo s prova

che ¥4 Uy ¥=% YAy Y% e anche (¥4 AWy ¥y UveY= (Y5 Yalvey) U
(Vy YAl/EY.

Abbiamo cos' visto che A € un reticolo distributivo.

Sial j ,alora per ogni formulay eper SC1, | j ® (y®] ), viaModus
Ponens, otteniamo | y® | eYy ¥Y£Y%4 %2 Quindi | ] implicache} ¥=1
che e il massimo elemento di A. Analogamente, se | &) alora¥p ¥=0il
minimo elemento di A.

Viceversa, sia ¥} = 1 alora per ogni formulay s hache Wy Y£v4 5 e
quindi che | y® . Percio, scegliendo laformula 'y taleche | vy, via
Modus Ponens, abbiamo | | . Analogamente, se% Y=0s ha | ¢ .
Infine, poiche' abbiamo gia visto che per ogni formulaj vael j U @

el @( U®Gj), aloras hache¥j YAvadj Y= 1 e Y% Yalvadj Ys= 0.
Allora, A e un reticolo complementato, il complemento di ¥4 Y2e Y4J] V2
Codl', A € un reticolo distributivo complementato, quindi A € algebra di
Boole. Poiché, per il Corollario 1, non ogni formuladi F e provabile, allora
A contiene ameno due elementi. [

A e dettaalgebra di Lindenbaum di SC.,



Lemma 4. (Lemma di estensione)

Siah un omomorfismo dell'algebradi Lindenbaum A nell'algebradi Boole
{0, 1}. Siaf unamappa definita sull'insieme delle variabili proposizionali,
P, a valori nell'algebra Booleana {0, 1} da f(pn ) = h(*pnY). Allora,
estendendo f nel modo seguente: per ogni formulaj T F, f(j ) =h(*4 ¥;
segue che f e unarealizzazione di SC.

Dimostrazione.

La dimostrazione avviene per induzione sul numero dei connettivi logici
presenti inj .

Il lemma ovviamente vale sulle variabili proposizionali. Supponiamo cheil
lemma siavero per leformulej e y . Allora, poiché h € omomorfismo s
ha

f Uy)=1f(G)Uf(y)=h(4 AUh(Wy Y =h(j AWy H=h( Uy}
e anche
f(Q) ) = (G )* = A)* =h(4 ¥2) =h(¥4 3.

Abbiamo dimostrato che f(QJj ) = h(|gj |). Allorail lemma & vero per tutte
le formule. [

Si dice che f e la realizzazione indotta da h. Osserviamo che c'e una
naturale corrispondenza tra gli ultrafiltri di A e le realizzazioni di SC.
Infatti, sa U ultrafiltro di A alora l'algebra AfJ € isomorfa all'agebra
booleana {0, 1}; cosi in corrispondenza di U otteniamo I'omomorfismo
canonico h daA aAtJ. Si haquindi cheh s estende ad unarealizzazione
fu (fueindotto dah).

Viceversa, saf unarealizzazione di SC. Poniamo Us = {¥3 Y4 1(j ) = 1}.
Proviamo che U; & un ultrafiltro di A. Invero per ogni j 1 SC tale} |

s ha'j ¥=maxdi A .Quindi max AT U; perché | j implicaf(j)=1
e¥4 Y4 U;. Proviamo ora che U € chiuso rispetto alla operazione U.
Invero, da¥j sy A Ursiha f(j ) =1 e f(y) = 1. Allora abbiamo che
f(G)Uf(y) =1, cioe f(j Uy)=1.Dacio' s ha: ¥4 Uy ¥4 U; e quindi,
comerichiesto, ¥4 YAy YA U;.



Proviamo orachese YA U; eYj YEW Yeallora Yy YA U;. Infatti, da
Y4 YA U seguef(j ) =1, da ¥4 YEYy Yesegue | j ® y, e quindi

f®y) =1

Cosi' abbiamo che f(@j ) Uf(y) =1, cioe f(@j ) Uf(y)=1. Dacio' eda
f(@)=0 s ha f(y)=1,i.e, ¥4 Uf

Quindi Us e un filtro. Proviamo ora che esso e primo, e quindi ultrafiltro.
Invero, se ¥4 YAy YA U, cioe ¥4 Uy YA Uf, dloraf(j Uy) = 1implica
f(j YUf(y ) = 1. Cosi' abbiamo che f(j ) = 1 oppure f(y) = 1. Allora, si ha
che ¥4 U; oppure ¥y YA U;. Cioe, laprimalita di U;. E

Teorema 5. (di completezza del calcolo proposizionale)

Ogni tautologia di SC e dimostrabile.

Dimostrazione.

Supponiamo che non sia provabile j T SC. Allora, ¥4 ¥4 A \{1} cioé
¥4 %3 1 e quindi

vgZj ¥4 0. Allora esiste un ultrafiltro Udi A tale che ¥42j Y4 U; inoltre
A/U @[O0, 1}.

Sia h I'omomorfismo canonico h da A a A/U, esaf larealizzazione di
SC indotta da h. Poiché Y43 ¥4 U, segue che h(¥4j 3 = 1, e quindi
f(g ) =1

Cio' implicache f(j ) = 0. Abbiamo cosl' trovato una realizzazione f che
mandaj inO.

Allora j non € una tautologia. Quindi, Taut | Prov. Avendo gid
dimostrato che Prov | Taut. Concludiamo dicendo che Taut = Prov. E

Valgono le seguenti :

Proposizione 8

Per ogni n sl ha ) ) )
F1® (2® ..® (2® (U...Uy)) . E

Proposizione 9
Per ogni n s ha
{iviz-ninbiU. .Un. E

Teorema 6. (di deduzione).



Sia S uninsieme di formule di SC. Siano j , y due formule di SC. Se S

E{j}}y,dloraS}j®y.

Dimostrazione.

Supponiamo che SE{j} } vy, per il teorema di finitezza esiste un

sottoinsieme finito {j 1,..., j o}l Staleche {j1...,jn} E{j} }F V.

Abbiamo gia provato, sotto queste ipotesi (esercizio2) che ogni

realizzazione che soddisfa{j 1,...,j o} E {j } soddisfaanchey .

Affermiamo che (j ;U...Uj )® (j ® y) & una tautologia. Infatti: se non

fosse una tautologia esisterebbe una realizzazione f tale che

f((j 1U...Uj )® (j ® y))=0. Da cio con facili calcoli, si ottiene f(j 1) = 1

L) =41(G) =1, f(y) =0. Quindi f sarebbe una realizzazione che

soddisfa {j 1,..., j n} E {j } ma che non soddisfa y, contro quanto gia

stabilito. Quindi (j ;U...Uj )® (j ® y) & unatautologia.

Per il teorema di completezza essa € derivabile, cioe }

(j 1U...Uj )® (j ® y). Poiché si ha (basta vedere che & una tautologia)

F (®(®(s®..0(G®(jqU...Uj,)) alora sotto {j 1,...j o} S ha

(dalla definizione di prova sotto ipotesi):

{i1g.jnkF(1U...Y ) equindi per Modus Ponenssi ha: S} (j ®y).
E

Compattezza del calcolo proposizionale.

Uninsieme S di formule di SC s dice consistente se non esiste unaj tale

cheS}j) eSS} .

Per il corollario |I'insiema vuoto e consistente, infatti non everochel j e

9 .

Lemma 5.

Sia S un inseme di formule e siaj una formula. Allora S E {j} &
consistenteseesolosenonevero S| & .

Dimostrazione.

SeS| @ amaggior ragiones haSE {j} | &j . Inoltre, ovviamente,
SE{j} Fj equindi SE{j } non & consistente. Supponiamo ora che S
E{j } nonsiaconsistente. Allora$y talecheSE{j} } y eSE{j } | Dy .
Per il teoremadi deduzione S} j ®y eS| j ® @y . Inoltre s puo provare
chelaformula | ® y)® [(] ® Gy ) ® ] e unatautologia, e per il
teoremadi completezzaessaederivabile: | | ® y)® [(j 9y) ® O ].
Cosi usando il Modus Ponens due volte si ha: S| @j .E



Osservazione: {j } e consistente se e solo se @j non e provabile, se e solo
se ) non e unatautologia. Quindi se e solo se esiste una realizzazione f
tale che () = 0, i.e. se e solo se esiste una realizzazione f(j ) = 1.
Quindi {j } econsistente se e solo sej e soddisfacibile.

Teorema.
Un insieme finito di formule {j 4,...,] n} €consistente se e solo sel’unica

formula {j 1U...Uj .} & consistente.
Dimostrazione.

Assumiamo che {j i,..., ] n} Sla consistente. Per assurdo assumiamo che
I'insieme {(j ;U...Uj )} non sia consistente Allora (j 1U...Uj ,) non &
soddisfacibile, quindi per ogni realizzazionef $i£n|f(j ) =0, quindi " f$
i | f(2j ) = 1. Abbiamo allora che per ogni realizzazione f(@j 1U...UQj ) =
1, quindi &j ;U.. UQJ n € Unatautologia, e per il teoremadi completezza
s hache: | @j 1U...U@j cio& } & 1U...Uj ,,). A maggior ragione si ha

{innin FGGU.U 0 (D).

Inoltre, abbiamo gia provato che:

{Jonind FGUUn (2

Cosi da(1), (2) segueche{j i,...,] n} NnoON € consistente, contro |’ipotesi di
consistenzadi {j 1,...,j n}. Allora{(j 1U...Uj )} & consistente.
Viceversa. Sia {(j 1U...Uj )} consistente, alloraj ;U...Uj , & consistente,
cosi esiste una redlizzazione f tale che f(j ;U...Uj ) = 1, cioé f(j 1) =
1...f(j n) = 1. Quindi per ogni i, {ji} €& soddisfatto. Cioe ogni {j i} €
consistente. Allora" i: | & ; non sussiste.

Abbiamo allora che:

*)" i{j1....j n}F D i non sussiste.

Siaper assurdo{j 4, ..., j n} non consistente, quindi {j 1,...,j ni}E{j o} &
non consistente. Per il lemma5S5vae({j ,...,] ni} 9 n Allo stesso modo
s hacheperognii{j 1,...,j i1, ] ist---»J nt E {j i} } 9 i sussiste. Ciog"
RERA I Y- TP
Assurdo contro la (*).E



E

Cosi concludiamo che un insieme finito di formule e consistente se e solo
se esso e soddisfacibile; cioe{j 1,...,] n} €consistente se e solo se per ogni
I<n esiste unarealizzazionef tale che f(j ;) = 1.

Teorema 8(di compattezza).

Sia S un insieme di formule di SC allora S e soddisfacibile se e solo se
ogni sottoinsieme finito di S € soddisfacibile.

Dimostrazione.

Owviamente se S e soddisfacibile allora ogni sottoinsieme finito di S e
soddisfacibile.

Viceversa. Supponiamo che ogni sottoinseme finito di S dSa
soddisfacibile. Sia n < w, supponiamo che: abbiamo trovato
un’applicazione f: {pi|i <n} ® {0, 1} taleche (*) " sottoinsieme finito
So di S esiste unarealizzazione che soddisfa Sy e concorda conf sopra{p;
| i < n}. Quando n = 0 questa assunzione equivale ad assumere la nostra
ipotesi che ogni sottoinsieme finito So | S & soddisfacibile (non ¢’ & nulla
da concordare). Mostriamo come € possibile estendere f da {p; | i < n}
al'insleme  {p;|i £ n} in modo da conservare la stessa proprieta.
Supponiamo che la proprieta (*) non valga ponendo f(p,) =0, allora$ Sy
finito sottoinsieme proprio di S tale che Sy non e soddisfaito da ogni
realizzazione che concordaconf su{p;|i <n} ef(p, =0.

SiaS; finitol S, aloraS, =Sy C S, éfinito | cosi dall’ipotes (*)
avremo: dateo S, esiste unarealizzazione g che soddisfa S, e che concorda
con f su{pi|i <n}. madalascetad S, questarealizzazione g deve
mandare p, ® 1, percio S; e soddisfatto da una realizzazione g che
concorda con f su {p; | i < n} e che assume valore 1 su p,, Sgue che
possiamo procedere per ricorsione su n, e definire unarealizzazione di SC
tale che " n < w ogni sottoinsieme finito di S e soddisfatto da una
realizzazione che concordacon f su{p;|i <n}.

Proviamo che f soddisfa S, invero, sa j 1 S alora scegliendo n
sufficientemente grande in modo che tutte le variabile preposizionali di |
sano in {p; | i < n}, s haovviamente che f soddisfa j quindi f soddisfa
SE

Teorema 9.



Sia S un inseme di formule di SC, S e consistente se e solo se ogni

sottoinsieme finito di S e consistente.

Dimostrazione.

Supponiamo che S abbia un sottoinsieme finito Sy che sia non consistente.
Alloraesisteraj | Sy | j eche S | &) . A maggior ragione abbiamo che
S|-j echeS |} equindi Sé non consistente.

Viceversa.

Supponiamo S non consistente, Allora $j |S|-j eche S} @j . Dal
teorema di finitezza esistono sottoinsiemi finiti S; e S, tdi di Stali che S;
-j echeS, | . AlloraSy =S, E S, finito etaleche Sy |- j eche Sy F
@j , assurdo.E

Teorema 10 (di completezza generalizzato).
SiaSuninsiemedi formuledi SC

Allorale seguenti sono equivalenti:

(2) Séconsistente.

(3) Seésoddisfacibile

Dimostrazione
Consideriamo le seguenti affermazioni:

(3) ogni sottoinsiemefinito di S e consistente
(4) ogni sottoinseme finito di S € soddisfacibile.

dal Teorema 9 abbiamo visto che (1) U (3)

dal Teorema 8 abbiamo che (2) U (4)
Inoltre abbiamo gia verificato che un inseme finito di formule e

consistente se e solo se e soddisfacibile, i.e. (3) U (4)
otteniamo allorache (1) U (2)



